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Quere aufgezogen, die Fussglieder abwärts hängend, das dritte Paar 
liegt unter den Flügeldecken-Scheiden, welche nur bis an den Yor- 
derrand des vierten Leibes-Abschnittes reichen. 

Die Puppengehäuse (Coeons) sind fast walzenförmig, an beiden 
Enden abgerundet, von einer pergamenfartigen Masse verfertigt, 
welche innen perlweiss, aussen aber sehr dunkel violett und glän¬ 
zend ist. 

Erklärung der Abbildungen. 

Tafel v. 

Figur 1. Ein Ei. 

„ 2 a. Eine Larve in natürlicher Grösse. 

„ 2 b. Eine Larve vergrössert, von der Bauchseite. 

„ 3. Die Oberlippe. 

„ 4. Ein Oberkiefer. 

„ 3. Die Unterlippe mit dem Kinn. 

„ 6. Ein Unterkiefer. 

„ 7. Ein Fühler. 

„ 8 a. Ein Afterdorn von der Seite. 

,, 8 b. Derselbe vom Rücken anzusehen. 

„ 9. Puppengehäuse (Coeons) in natürlicher Grösse. 

„ 10. Eine Puppe, vergrössert. 


Vorträge. 

Über die Kriterien des Grössten und Kleinsten bei den 
Problemen der Variationsrechnung . 

Von Simon Spitzer, 

Privat - Docent der Mathematik am k. k. polytechnischen Institute zu Wien. 
(Fortsetzung der Abhandlung aus dem XII. Bande, S. 1014.) 

In dem ersten Memoire, welches ich die Ehre hatte, der hohen 
Akademie der Wissenschaften vorzulegen, habe ich die Kennzeichen 
angegeben, welche 



zu einem Maximum oder Minimum machen, unter V eine Function 
verstanden, entweder von x, y , y f oder von x, y , y\ y" oder endlich 
von .v, y, y', y", y"'. 

In jedem dieser drei specieilen Fälle hängen die Kriterien 
wesentlich von der Form der Function Fah, ich will daher, bevor 
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ich andere Probleme der Variationsrechnung in Betracht ziehe, einige 
Untersuchungen bezüglich des Einflusses, den die Form der Function 
Kauf die Kriterien des Grössten und Kleinsten hat, mittheilen. 


Es sei 


§. 14 . 


F= cp O, y, y'). 

Unsere Analyse führte uns hier zur Betrachtung der beiden 
spcciellcn Fälle 

1.) wenn - = 0, und 

J S/v ' 3 


2.) wenn 


8 2 F 

ä7 3 


0 und nebstdem noch 


_ W = 

^dydy'J öy* 


0 ist. 


Der erstere Fall tritt ein, so oft V von der Form ist: 


v = U 0 -> y) + y f* (•«’> y ) 

unter f\ und f 2 willkürliche Functionen verstanden; was aber die 
Form der Function Fim zweiten Falle betrifft, so werden wir, um 
dieselbe zu finden, uns der Methode der unbestimmten Coefficienten 
bedienen, und setzen: 


A O. y) = A + A x y + A 3 y- + A 3 iß -f- A„ y" + . . . 

U (.v, y ) = B, + B, y + B , y* + B 3 y* + B, y* + . . . 

somit 

V = (A 0 -f Al y + A s if- 4- A 3 y 3 + A t y k + ...) + 

+ y (Bo + Bl y -j- B, y- -f B, »y 3 + B k y’* -f- . . .) 

unter A 09 A j, A a , ^ 3 , A* . . /? 0 * /?i, /? 3 , . . . Functionen von 

x verstanden. Man hat alsdann 

^ = (1.2.4 + 2.3 A 3 y + 3.4 4 2/ 2 + - • •) + 

+ y’ (1 -2 B 2 + 2.3 11, y + 3.4 B, y* + . . .) 

^ = + + 4ß 4 2/ 3 + . . . 

o.V 

(^;)' = + 2 B\ y + 3B’ S 2 / 3 + AB\ y* + . . .) + 

+ y (1.2 B t + 2.3 B t y + 3.4 B, y* + . . •) 

und da 
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sein soll, so muss 

2 Ä 3 = 

3 A 3 = B,' 

4 A, = B 3 ' 

sein; es ist somit 

B’ /?,' B' 

v= (,i„ + a, y + -f y"- + -f y 3 + -f .v 4 + • • •) + 

+ y'(B„ + B t y+ B, iß + In lI 3 + B h iß + . . .) 

oder 

F = A 0 + A, y + B 0 y' + [y y- + y y s + y iß + • • ] • 

Wir schliessen hieraus auf folgende Form von V 

v = cp (.f) + y v, (.r) + ?/ (.»•) + O (.V, »/)]'. 

für die man auch, unter Beibehaltung derselben Allgemeinheit 
setzen kann 

y=y F t (.»■) + IF, (.V, y)]' 

unter y t y,, y 2> r' sowohl, als auch unter F, und F 2 willkürliche 
Functionen verstanden *)« 

Anmerkung. Wir haben uns hier, der so oft verschmähten Methode der 
unbestimmten Coeffieienten bedient; das Resultat, das wir gefunden, 
ist aber dennoch von allen Mängeln frei, die der genannten Methode 
anhaften, so ist z. ß. nicht nothwendig [F 2 (#,*/)]' in eine Reihe naeh 
aufsteigenden Potenzen von y entwickelbar; denn der eben gefundene 
Werth von V leistet der Gleichung (65) Genüge, wie auch immer die 
Functionen F i und F z beschaffen sind. Wir wollen daher aueh in der 
Folge bei ganz ähnlichen Fragen, uns des Nutzens, welehe diese 
Methode gewährt, nieht entsehlagen. 

Es lässt sich also jederzeit V betrachten unter einer der drei 
folgenden Formen: 

v = ? O y- y') 

V = f (je, y ) + y (.v, y ) 

v = y' ? O) + [r 1 0% y) J 


*) Am Schlüsse des §. 8 unseres ersten Memoires sagten wir, dass in diesem Falle Vdx 
ein vollständiges Differentiale sei; wie man liier sieht, ist aber Vdx gleich einer 
Summe aus einem vollständigen Differential und einem Ausdruck der Form yF t ( x)dx. 
Dasselbe gilt auch für den Schluss der §§. 10 und 13. 
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b 2 V 

Im ersten Falle, wo F=y (x, y, ?/') und nicht zugleich — = 0 

ist, wird die Differential-Gleichung, die zur Bestimmung von y dient, 
von der zweiten Ordnung sein; die in dem Integrale eintretenden 
zwei Constanten werden bestimmt, durch die den Grenzen x\ und 
x 2 entsprechenden Werthe von y x und j/ 2 . Alsdann lassen sich die 
Glieder der zweiten Ordnung der Taylor’schen Reihe auf die Form 
bringen: 


+ 


rVv , 

J 


+ X ?e) 2 d x. 


Im zweiten Falle, wo V—f(x,y}~\-y'^ (x, y) und nicht zugleich 
8 2 F 

— = ; J ist, hat man zur Bestimmung von y eine ganz gewöhn¬ 
liche Gleichung, und die Glieder der zweiten Ordnung sind dann 
darstellbar unter der Form: 


V 2V 2 | -f- 

X X X, 

endlich im dritten Falle, wo V = y y (V) -f- (x, yj] f ist, gibt 

es gar keinen Werth für y , welcher 

*2 

ü =J\y ? (•<'■) + 0 O. yj\ dx 

zu einem Maximum oder Minimum macht; denn die Gleichung, welche 
zur Bestimmung von y dient, nämlich 



wird hier 

y (Vr) = 0 

und daraus lässt sich natürlich nicht y als Function von x bestimmen. 
Wäre aber y (.r) identisch Null, mit andern Worten, wäre 

* r = w (•<•• //)]'. 

so hätte man f Vdx — $ ( x , y) , und jener Werth von y , welcher 
(J=ip (.**,?/) zu einem Maximum oder Minimum macht, ergibt sich aus 


J 1 '•vW »»-! 


?r 2 d x ; 
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und entspricht wirklich einem Maximum oder Minimum von U, wenn 
8 ^ ^’ r ' -, für den aus --- ^ ■ = 0 gefundenen Werth von y, 


8</ 3 


82 / 


T y~\ 

negativ oder positiv ist. — Da -— ■ nach der Substitution des 

(ly ~ . 

gefundenen Werthes von y im Allgemeinen eine Function von x ist, 
so muss, auf dass die Frage eine ganz bestimmte wird, ein speeieller 
Werth von x gegeben sein. 

8 2 ^0,y) 

Wie die Untersuchung dann zu führen sei, wenn •——— = 0 


wäre, kann, als hinlänglich bekannt, übergangen werden. 


B*r 


§• 1K. 

Es sei 

V = t P (.V, y, I /', y"). 

Hier betrachteten wir folgende drei specielle Fälle : 

8 3 V 

1. ) wenn —— = 0 ist, 

2. ) wenn nebst dieser Gleichung noch die Gleichung 



stattfindet, endlich 

3.) wenn nebst den beiden angeführten Gleichungen noch die 
Gleichung 



besteht. 

Im ersten Falle hat Udie Form 

v = ft 0 % y, y ') + y" [• (.v, y, y ). 

Um die Form der Function V im zweiten Falle zu bestimmen, 
setzen wir, uns wieder der Methode der unbestimmten Coefßeienten 
bedienend 

/i (• v.y.y) = Co + C, y + C 3 y'* + C\ y’> + C, y"> + . . . 
fr 0 v.y.y) = D 0 + Dt y + D» y~ + £3 y' 3 + D k y"* + • ■ • 

unter C 0 , C u C 2 , C 3 , C 4 . . . D 0 , D if D z , jD 4 . . . Functionen von 
x und y verstanden, demnach ist: 

V= (C 0 + Ci y' -f- Co y' z + C z y'* + C 4 ?/' 4 + . . .) + 

+ y" (A + Aj' + A y* + D z y'* + 0 










46 


Spitzer. Über die Kriterien des Grössten und 


und nun hat man: 

^77 = (1.2 C 2 + 2.3 Ci y -f- 3.4 C 4 y' % -f- • • )+ 

+ y" (i.2D 2 +2.3D 3 y' + 3AD iy '*+ ..) 

8« 8i/' v 8i/ 8« '' 8« '' 8 m J 3« / 


-Q‘—© + *^r + .^ + «^ + -••)- 

— 2/ ' (1 • 2 Z) a -f~ 2.3 Z) 3 3.4 Z) 4 ?/ /2 -f- •*••)• 

Die Gleichung (66) drückt aus, dass die Summe dieser drei 
Gleichungen Null sei, dies führt uns daher auf folgende Identitäten: 

lK 3 = l^+2^-° 

cU 1 by 

bD 0 b D* 

2.3^2^ + 3_’ 

3.4a = 3^4-4 8 -^ 
hx 1 8)/ 


es ist somit: 

^ = £o + f'i V + 
1 87), . 87)„ 


. /I cti/, , Ö// 0 V , , I ! 87), , 1 07), N , ,/l i)//„ , 1 0 /)„-, , 

+(? TT + -sr) 9 1 + (F 17 + T - 57 ) 21 • + (T17 + T17)+ • • 


1 8/7, 


1 8 7)„ 4 




01/ 

+ y" (D 0 + D t y' + D, y'* + D 3 y'* + D, y"> + . .) 
oder 

r= c » + (, i u'+ ^V 2 + D « y "+(y y'~+-j y' 3 +-jy "*+•■•)• 

Wir schliessen hieraus auf folgende Form von V 

V= f (•*> u) + y' ? 1 (•*■■, y) + y~ 8v ^’‘ ;> + y" y* (•«-% y) + 
+ 0 (•<-■> 2/-!/') ]' 

unter p, <p i9 y 2 . willkürliche Functionen verstanden, wofür mau 
auch, in derselben Allgemeinheit bleibend 

( 08 ) V= f (.v, y) + ij y, (//) + [> (■/'. y. y' j\ 

setzen kann. 
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Gehen wir endlich zum dritten speciellen Fall über, und suchen 
wir, was aus dem eben gefundenen V wird, wenn 


8v 2 ^bubii') v0?/0?/V 


8 3 F 


0 3 F 


*y 2 


, 8l/ 0*/ 




ist. Wir haben 

*1 _?» + «' ÜÜ + -ÜL+?!♦„• + 

0#* 0/ 0/ 0*0/ 0/ 0/0/ 


f -üiy_+ üi! „■ + Ji + rt v+ 2 4L y + 

v 81/ 8/J (8^81/ ' 0/ •' ' 8.r 8# 3 ~ 81/ 3 J 8</'8.7 


+ 


8 3 ^ 


8»/ 81/ 


- 2 /"' + 




8o? 3 by by 


7 + 2 


8 * - y' + 2 + 


bx Öl/ 3 8l/ 


4 . J!*_ , /3 ■ 9 W ß 4 . „« 

+ 8-, 3 8 g' J + - 8«T 8*/' 3 J J + 80, 8i,' 3 J 

m'-ÜLy" + J3Ly» + . a ** ... + 2 

V8//8i/'V 8 y 2 by ,J ~ »« a » ,5i J 


8 3 F 

+ 2 


0 ^ 


T»' + 


8t/ 8i/ /3 ^ 1 8.r 2 8i/ 0i/' 1 8.r 0i/ 3 0*/' 

8^ „ 8 4 ^ , 8^ , tt 8*} „ o 
0.t-8i/ 80 /' s V Si/ägy y ~ "h 8y s 8(/' 3 y y ^ 8y 8/ 3 ^ 


Addirt man diese drei Gleichungen, so erhält man: 

0 = &1 _ 8 3 ?i 
8i/ 3 


woraus 


bxby 

■ 

by bx 

folgt. Diese Gleichung vertritt die Stelle der Gleichung (67), denn 
sie ist die unmittelbare Folge derselben. Setzen wir nun 

? 0> y) = Eo + El y + Ei + E, y* + Ei y* + .. . 

?i (■**. jr) = F, + F> y + F s y* + F, y° + F t y* + . . • 

unter E Q , E i9 E z , E». E 4 . . . F 0 , F x , F it F 3 , F 4 . . . Functionen von 

x verstanden, so ist: 

g“ — + 2E 2 */ + 3^-} v/ 2 + 4Z£ 4 l ß + • • • 

— = Fo' + F t ' y + FJ iß + F,' y* + F % ' ß + . . . 

und folglich: 

F — F„' = F (./) 

2 £» = Ft 

3 Ei = F, 1 

4 A\ = F t ' 


( 67 ) 
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Es ist demnach: 

V=E 0 + CF,' + F(x))y + ^ y* + y> + ^ y* + - • • 

+ 2/(^0 + Fi y + ^2 y‘ z + i y 3 2/ 3 + 2/ 4 + • • 0 + 

+ [* (■*% 2/> 2/')]' 

oder 

r=£o + ^(.t0+(^»2/ + ^r + ^2/ 3 + ^-J/ 4 + ...)'+ 

+ [> 0». 2/> 2/')]' 

was sich auch in folgender Form niederschreiben lässt: 

r = y F(x) + [>, (je, y)J + [-^ (x, y, ?/)]' 

wo F , , ^2 willkürliche Functionen bedeuten. 

V lässt sich also jederzeit betrachten unter einer der vier folgen¬ 
den Formen: 


v = <P (x, y, y', y") 

V = cp (x, y, y') -f y" ^ (x, y, y') 

V = y (. v, y) + y' (x, y) -f [x 0’> V> 2/')]' 

V = y<p O) + 0 C r > !/)]' + [X O» V> 2/')]'- 


Im ersten Falle, wo V = y (a% y , y\ y ") und nicht zugleich 
ß~F 

- = 0 ist, wird die Differential-Gleichung, die zur Bestimmung 

von 7/ dient, von der vierten Ordnung, die in dem Integrale der 
Differential-Gleichung eintretenden vier Constanten werden bestimmt, 
durch die den Grenzen x x und x 2 entsprechenden Werthe von y l9 
y 2 und y x \ yJ, und die Glieder der zweiten Ordnung lassen sich 
auf folgende Form bringen: 


v w 2 - f- 2 w w -f- i\ iv' 2 \ -f- 


rzw 


+ X W + IX iv ) 2 tlv. 


Im zweiten Falle, wo V = j? (x, y, y') -|- y " £ (x, y, y) und nicht 


d 2 V 


3 2 V 

zugleich —-- 2 

dij * frfiy 


( g2 y 

- ) = 0 ist, wird die Differential- 




Gleichung, die zur Bestimmung von y dient, von der zweiten 
Ordnung; die in dem Integrale der Differential-Gleichung eintretenden 
zwei Constanten werden bestimmt, durch die den Abscissen x\ und .r 3 
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entsprechenden Ordinate» y t und y 2 . Die Glieder zweiter Ordnung 
lassen sich in diesem Falle so transformiren: 


f\*L 
J Ly s 


v w~ 2 v, ir ir -(- fä w ~ 
. 8 ä F / 8W 


+ 


W 




Im dritten Falle, wo V=f (x. y~)-{- y'p(x, y) + [x (x, y, y')\ 


8 3 F r ö* v \ / ö* v \" 

und nicht zugleich —- — ( ——) + r-rr,) = 9 ist, hat 
ö dir v8i/8*/W vsiiai/'/ 


8/y 


8 3 F ■ 


8 3 F 


W 


man zur 


Bestimmung von y eine ganz gewöhnliche Gleichung, und für die 
Glieder der zweiten Ordnung folgenden Ausdruck: 


ji? w z 2 w w •+ V 2 -f- 

Xi 

Endlich im vierten Falle, wo V — y y (.f) + [jP (^% y)\ + 
+ [X V- y )J ist, gibt es gar keinen Werth für y 9 welcher 

x 2 

11 = J | y ? G«0 + [P C-v, y)]' + [x (■»% y, y')]' j dx 

zu einem Maximum oder Minimum macht, denn die Gleichung, welche 
zur Bestimmung von y dient, nämlich 



wird hier 

cp (.)■) = 0 

und daraus kann offenbar nicht y als Function von x bestimmt werden. 
Wäre aber y (*) identisch Null, mit anderen Worten wäre 

v= IP O» i /)]' + [x 0> V’ 2 /')]' 

so hätte man f Vclx — p (x, y) -f- X 0 V > y> 2/ ) UI1 d jener Werth 
von y , welcher 

T' O» y) + X O- 2/’ 2 /') 

zu einem Maximum oder Minimum macht, ergäbe sich auf folgende 
Weise. 

Man denke sich diese Function bereits gefunden; sie sei 
y = f (x). Durch eine sehr kleine Veränderung dieser Function 
Sitzb. d. mathem.-naturw. CI. XIV. Bd. 1 . Hft. 4 


*2 n 

Aw 


{ V-f —j I »*• 

V8i/8i/V 1 \Zyhy" ) I 
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nehme die sie repräsentirende Curve eine andere, von der früheren 
sehr wenig verschiedene Gestalt an, geht nämlich y über in y -f- oy, 
so geht dadurch y' über in ij ol( und U in U x , dieses ist: 


- U+ ~ oy + ^ 9y' + -i 
Sj/ 8 y l 

, W , J 

+ +■ 


— 0//- + 2 — o>%' + 


Nun hat man bekanntlich für ein Maximum oder Minimum: 


(09) 


0*7 N 8tf , 

— j - J-i/ = 0 

ty J ^ ty J 

für ein Maximum zu gleicher Zeit noch 

(PU . , 0 b 2 U x N , 8 3 *7 

—— ow 3 4- 2-o ?/ o y 4- - ou 3 < 0 

ty 3 J ^ W ^ J ^ 8^ 3 J ^ 


und für ein Minimum 

b 2 u 


(70) 


irU 


r-u 


8z/ 3 


ty 3 + 2 I"T7 Ö Z/<V + 0 7,- °Y 3 > 0. 


ÖZ/ 3z/ 


ey 3 


Sucht man jetzt aus der Differential-Gleichung 
dü 




= 0, 


welche im Allgemeinen von der ersten Ordnung ist, ?/ ‘als Function 

von x, setzt dann diesen Werth von y in 

dU N 
— oy 
*y J 

und wählt die in y auffretende Constante so, dass der Ausdruck (70) 
verschwindet, so ist der so gefundene Werth von y ein solcher, 
welcher die Gleichung (09) befriedigt. Am einfachsten ist es, die 
Constante durch die Bedingung zu bestimmen, dass für x = x i9 
y=y x wird; die Gleichung (70) wird hierdurch befriedigt, weil in 
diesem Falle oy—0 ist. Da die Glieder der zweiten Ordnung alsdann 
8 3 

dem Ausdrucke: —- oy' 2 gleich sind, so hat man ein Maximum 

W J o ö 

oder Minimum je nachdem negativ oder positiv ist. Wäre 0, 

so müsste man, wie bekannt, die ferneren Glieder der Taylor’schen 
Reihe zu Rathe ziehen. 
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Ist 


§. 16 . 

y= ? O’, y, y', y", y '"), 


so treten folgende specielle Fälle ein: 
d 2 V 

1. wenn -- = 0 ist, 

W ~ 

2. wenn nebst dieser Gleichung noch folgende Gleichung stattfindet: 

— — 2 — ^ - ( V = 0, 

v /3 w w W 

3. wenn liehst diesen beiden Gleichungen noch 

521 - 2 22Ü + 3 ( J2L\'_r_!2iy + r= 0 
8 n'- W w 8 W Wv ") 

ist, und endlich 

4. wenn nebst den drei hier angeführten Gleichungen noch die 
Gleichung 



stattfindet. 

Von der Analogie geleitet, schliessen wir auf folgende in diesen 
speciellen Fällen dem Fder Reihe nach zukommenden Formen: 


1. V = f (>, y, y', y") + y'" $ (.r, y, y’, y") 

2. r= cp (.v , y, t /') + //" <f» (.i*. y. 2 /') + [x 0% 2/> *A /')]' 

3. F = <p (_.v, y) + y -p (.v, y ) + [/, (j?, 2/> 2/')]' + 

+ [Xä (•**. 2/> 2/")]' 

4. V = yf (.r) + [x< (‘ v ’2/)] + [Xa G t '’> 2/’ 2/)] + LXs( ,v ’2/' 2/ 2/O] - 

An der Richtigkeit der ersten Form zweifeln wir keinen Augen¬ 
blick, um uns aber von der Richtigkeit der zweiten zu überzeugen, 
bilden wir den Ausdruck 

_ 2 82 F V 

8</" s W" '•8i/"8i/"'J ' 

Da 


r = ? 2/- 2/') + 2/" 'r' (■»'• 2/- 2/') + [X O* 2/- 2/'- 2/")]' 

4 * 
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ist, su hat mau : 

d* V 0 3 y 0 ^y 0 '-/ 0 *^*/ 0 3 -/ 

- = -- 1 - — u’ 4- 2 _— -I -— I/" 4- — w> 

0 y" 3 0.r0i/" 3 1 0//S.*/ ' 3 J 1 01/04 ' 0i/0.i/' 3 J “ 04 3 J 


0 3 F 

2 —— = — 2 


8i/8</" 

3 ä X 


Sy'Sy 

-(—) 


W 

0 3 "X 


8y"V'' W 5 W' V 


0*/04 8 J 0*/ /3 J 


Die Summe dieser drei Ausdrücke ist Null, folglich erfüllt der 
aufgestellte Ausdruck für V die zu erfüllende Bedingung. 

Überzeugen wir uns jetzt auch, ob für 

v = f 0> //) + y' f (■>-■’ y) + [x. (•*•• y> ?/)]' + ix* (’ v > 2 /> y’> v")\ 

der Ausdruck 


^ _ 2 — F I 3 f *' V V ( V » f ÜT V'« 

0*/ 3 0.y0»/" ~ 'Wu'"} U/eW T We.v'"J 


0 3 F 
%'ß'J " 


0 3 V 

‘ 0»/0Z/ 


0 3 F 

0/0^ 


0 3 F 


stattfindet. Man schreibe zu dem Bebufe Fso auf: 

v = ? (•'•> y ) + !! ’P (•'•> 2 /) + [x ('•«-•> 2 /- '/> y") r 

und lint dann: 

— —2 JÜ2L I 8a 'Z I 8;!y - / . 8 3 X „ , 3“/ 

8y' 2 '' 8y8y' ' 8a-8y' s l ~ 8y8y' 2 ^ ' 8//' 3 ^ a --" a --' 2 >J 


Sy 

8 2 1 

3ff8ff 


«SL+ ** 


( 8-%8 y" ' 8 ,/%" 


3 3 X 

+ a ..®..„ a 2/ 


(JUL\= 3 | 80 x , | . 

«« 8i»'"j 1 8.C 8« 8.y" ^ Sy 1 v„" J f ‘ 8» 8«' 8./" ?/ ' 


«ff sy 

8 2 F 


SySy" 3 

( 8 3 X ■ »»Z 

8.t- 81/ 8 ,j" ’ t 8;/’ 8i/' 

3 3 * , 3 3 x 

8.« 81/ 8 »/" 8 .«- 8 //' 

8“/ , *1. 

8 ff' 3 ' 


3ff8ff' SySy'Sy 

8 3 X , 3 3 X 


3 

*22" + 


3ff S.!/' 3ff" 


3ff 3i/'' 


> 2/ 


— [—— ) =— j — 7 - — I - 7 — -f 

W 8 u") \ S.v 8 1 ) 8 »/" T 8 . 1 - 8 y ' 2 1 


y'+Jl^y' + 
■ ^ 8 </ 8y s J ^ 


3iT lltj‘ 

S Z X 


8 3 7 


+ 2 z ^y''+^2/'4^22''424t-^'" + 


+ 


3ff 3.'/ 8ff" 

3 3 Z 
3ff' 3i/'' 


i 2/"" + 


8ff 3'/" 3 
3 4 X 


+ 2 


3.'/ s 8ff" 


; 2 /'+ 


d.v s Sy' Sy" 8.r 8i/ 8//' 8y" ' 

~ SxSy'-Sy" J ' Sx Sy' Sy"- J ~ Sy-Sy'Sy" J ~ 


+ 

+ 


3*X 


Sy Sy'- Sy" 
3 4 X 


y' y + 2 


8 4 x 


Sy' Sy" 


2/" a + 2 


3*y 

Sy' 3 Sy" 


Sy Sy' Sy" 


y' y"' + 


y" y'" + J4_ y '"*} 

J J ~ 0/0y / s J l 
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rJlLV'=- 8 ^ 8 '^ ,/»-■- 8 ^ -^+ 8> * + 

W8v"0 8t, 3t,' 8.y" J ~ 8 t/'- 8„" *' ~ 8//' 8t/" 2 J ~ 8.t - 8,/ 8t," ~ 

^ + 2 — 5 — 2 /" + + 


+ 2 
+ 


e// 

8^ 


8vV 8y' 2 8#" 


fy 3 9y' fy/' 


0.i* by' by" 

y ' 2 + 2 yy " + 2 wV* ?/2/ '" + 


4- y"- 4- 2 —*— «"?/"'4 - 

^ 8 t ,' 3 8 t ," J ^ 81,' 3 8 t ," 2 J J ^ 8 y 8 t ," 3 J 

Die Summe dieser fünf Ausdrücke ist wirklich Null. 

Endlich hat man sich noch zu überzeugen, oh ein Ausdruck 
von der Form 

V = y ’t (.v) + [/j O, ,/)]' + fx 3 (.t% y, .'/')]'+ 

+ [Zs ( a? » 2/> 2/'-!/")]'> 
den man kürzer auch so darstellen kann: 

V = 2 /tp(.v) + I x (.v,y,y',y")]' 

der Gleichung 


1L _ (ÜLY _|_ (±LY'_ (J1L.V" = 0 

y i \byby r J \byby") ^byhy'") 

genügt. — Da nun aber folgende Gleichungen stattfinden: 


8 2 F 


a 2 r 

8 

f sr , 

8 .'/” 

ä 7 


1 8 °' F V - 

8 r 

.(£)' \ 

V8t, 8t,' 1 

8 „ 1 

r 83 F V'_ 

8 1 

( hV \ ] 

t 8t, 8t/'v 

8 . 1 / 1 

-W'V 1 

, 8 2 F 4 " 

8 1 

( bV \' n | 

[1 8t/"') J 

te-, 8/"l 

8 -, 1 


von deren Identität man sich durch wirkliches Entwickeln derselben 
überzeugen kann; so erhält man durch Summiren derselben 


0 


JL. t’S __ ("V + fliV _ (_!!■) 1 

bu La« vöm'J n Ve,/'; I 


a V\ ff 

W* 


bv 

by V by V g 
und dieses besagt, dass der Ausdruck 

er vötv / 0 F\" / ar \ 

llV' ^ V0«/ v bu'" ) 


b f v"n 

ay' 






















1)4 


Spitzer. Über <li<» Kriterien <les Grössten und 


von y unabhängig ist. Das findet hier aber wirklich Statt, denn V 
bestellt aus zwei Theilen, mit dem ersten Theile, nämlich yy(?c) 
diese Operation durchgeführt, kommt man auf y (a?); mit dem 
zweiten Theile, der das vollständige Differentiale von y (,r, y,y\y') 
ist, diese Operation durchgeftihrt, kommt man zu Null, weil nach 
Euler hei einem vollständigen Differential einer Function von 
x , y , yy" der Ausdruck 


ist. 



0 


In dem allgemeinen Falle, wo V— y (. 7 *, y , y', y\ y ,n ') und nicht 
8 3 V 

zugleich 7 ^ 7 = 0 ist, hat man zur Aufsuchung jenes Werthes von 

" f *9*- 

y , der U — fV(Lv zu einem Maximum oder Minimum macht, eine 


Differential-Gleichung sechster Ordnung; die in dem Integrale eintre¬ 
tenden sechs Constanten werden bestimmt durch die den Grenzen 
Xi und x> des Integrals entsprechenden Werthe von y\,y z ; y^ yz, 
und y ”,?/ 3 ". Für die Glieder der zweiten Ordnung gewinnt man hier 
einen Ausdruck folgender Form : 


| vw* -|- V\ ir’ 2 -|- r 2 ?r" 2 -f- 2r ;l ?r ir’ -f- 2r 4 ?r «/' -j - 2r 5 «?' + 

4 - f («*"'+ '*-i ^ «*'+ w)~ t/.r. 

Xy 


In dem ersten speciellen Falle, wo man 


V = f (.r, y, y', //") + y" <P (.V, y. y, y") 


und nicht zugleich — 2 ° — ( — 1 = 0 hat, ist 

* 8//' 3 9/y öi/'" v 8»/'8 y J 

die zur Bestimmung von y dienende Differential-Gleichung von der 
vierten Ordnung, die in y erscheinenden Constanten werden bestimmt, 
durch die den Grenzen .7*! und x z entsprechenden Werthe von y l9 
y z und y\,y <z- Die Glieder der zweiten Ordnung haben wir in diesem 
Falle auf folgende Form gebracht: 

x % 

| v w 2 -(- r 2 3 2 i ?3 ww -j- 2 1 \ ww" -f~ 2r 5 w w" | -f~ 

0 2 F 
8 y" 2 

Xi 


> 

8*/'8//" 


(w-)] + ^ + 
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In dem zweiten speciellen Falle, wo 

F= y (. 1 -, y, y') + y" 'P 0% )h:/) + [X O- y> y'< y")J 


und nicht zugleich 


0 3 F e 3 F / 0-F y / 8 3 F y , 0 3 F y'__ 0 

0</' 2 8*/0.v" ^0//0//'"z Vgi/'öj/'j v8t/0i/'"J 


ist, hat man zur Bestimmung von?/eine Differential-Gleichung zweiter 
Ordnung und zur Bestimmung der Constanten die den Abscissen 
und x 2 entsprechenden Ordinaten y t und y 2 . Es lassen sich da die 
Glieder der zweiten Ordnung so schreiben: 


+ 


f [— 

J W- 


2 V e 3 F 

2 - 

01/8//' 


y?e 3 -f- ??! w' 2 -}“ v 2 w" z + 2y s ww -f- 2vr i w7v" -|- 2i? 5 w' w u -f- 

“." 3 (»^Hw)+(^)> : + 

+ dx. 

Was den dritten speciellen Fall anbelangt, wo nämlich 

r = ? (•*’• ?/) + ?/'P y ) + Do 0> ?/,?/)]' + O* 0>2/.2/'-?/')]' 


ist, und i 


nicht „gleich + (^-V-f-rü-f _ 0; 

Ö 0// 3 V8v0W ^ V 0 V 0y" ) \hubu'"J 


0 2 F 


0 3 F 


8 3 r v" 




^01/0/7 


W' 


^W' 


da erscheint für y eine ganz gewöhnliche Gleichung, und für die 
Glieder der zweiten Ordnung folgender Ausdruck: 

#2 

| v ir" -j- r, ir' z >\ ?r" 2 -)- 2 w 3 w w' -\- 2i\ww" + 2r 5 V w" | -(- 

, ftr-v ( r-v v f irv V' ( a*r ^"i ., " 

+J L w - ) + Iw 7 ) “ iw 7 ) ! ww/,r: 

endlich im letzten Falle, wo 

r= y <p 00 + l>. (■»•. ?/)]' + Ix* (•**» y> /)' + Ix* 0% ?/> y> «/")]' 


x zu einem 


f x% 

Yd 

Maximum oder Minimum macht, denn die Gleichung, welche zur 
Bestimmung von ?/ dient, nämlich 


0 V 
8v 


L_(iiy+(«!)"_ (JLV' 

V ' 0//' Z ' 0//" z ' 0//"' Z 















SO 

gibt liier 


Spitzer. Über die Kriterien des Grössten und 


? (•'■) = 0 

woraus sich y nicht bestimmen lässt, aus dem höchst einfachen 
Grunde, weil es in der Gleichung gar nicht erscheint. 

Wäre aber <p (V) identisch Null, d. h. wäre 

F = De. O« y)J + [/.j (■*•*> y, y )T + [x.s (• »>y>y’>y")Y> 

so hätte man 

fVd.v = /, (>, y) + (x, y, »/) + y 3 (.r, y, y', y") 

und jenen Werth von y, welchen 

u = Xi ( x >y) + Xi Q v >y>y') + x= O. y> ii- y") 

zu einem Maximum oder Minimum macht, ergibt sich aus der 
Gleichung 


W - , 
- 0 7 / 4 - 

8jr J 


~ o'y' -IE. $y"= o 
ay 17 T v' J 


die sich auf dieselbe Weise, wie die Gleichung (69) ableiten lässt. 
Um ihr zu genügen, setze man 

— = 0, 
w 

suche aus dieser Gleichung, die im Allgemeinen eine Differential- 
Gleichung zweiter Ordnung ist, y als Function von x, und wähle nun 
die in y auftretenden Constantcn so, dass 


9U N bü N , 

- 0 7/4 -- 0 7 / 


0 


wird. Am einfachsten wird das erzweckt werden, wenn man die Con- 
stanten durch die Bedingungen bestimmt, dass für x = x i9 y = y x 
und y' = y Y ' wird, denn alsdann wird o y = 0 und ot/' = 0 sein. 

0 * £7 

Für die Glieder zweiter Ordnung hat man dann: 5y ist dieses 

negativ oder positiv, so hat man respective ein Maximum oder Minimum. 

02 

Wir übergehen die Fälle, wo —— =0 ist, oder wo die Gleichung 

bi/' 2 

bU 

-^77 = 0 auf eine Differential-Gleichung erster oder nullter Ordnung 

führt mit Stillschweigen, weil sie weder hinreichendes Interesse, 
noch Schwierigkeilen darbiefen. 
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§. 17. 

Wir geben nun zu dem Probleme der Variationsrechnung über, 
wo wieder 


V 


ist, Faber eine Function von 




y>y>y 


,,(») 


*(«) 


und suchen jetzt für y und z solche Functionen von x 9 welche U zu 
einem Maximum oder Minimum machen. 

Die Lösung dieses Problems führt zu Rechnungen, welche die 
grösste Analogie haben, mit den von uns bis jetzt geführten, wir 
wollen trachten, diese Analogie ins hellste Licht zu setzen. — Denken 
wir uns also y und z bereits gefunden, und zwar sei y = y (.r), 
z = ip (x). Durch eine sehr kleine Veränderung dieser Functionen 
nehme die sie repräsentirende Curve eine andere, von der früheren 
sehr wenig verschiedene Gestalt an; gehe nämlich y über in y + oy, 
z in z-\- oz, wo oy und oz sehr kleine von x abhängige Grössen vor¬ 
stellen, so gehen dadurch 

y' über in y' + oy' z ! über in z -f oz' 

y" „ „ y" + oy" z" „ „ *" + oV' 

2/ (,,) über ini/ (,l) -f- oy^ c (m) überiii£ (m) -f- oz^ 


und U in U x , Fin Fi. 

Entwickelt man nun \\ nach der Taylorschen Reihe, so 
hat man: 


V, = V+ — dy + — oy -f — öy" -f ... -f öy™ -f 
‘ 8m J ‘ öv' J ‘ J ‘ 8//00 J 


8 V 


8 V 


8 y" 
8K 


+ oV+—^" + ...+ 


8 i/ (n 
8 V 
8 » 0 “) 


*0) 


+ R 


wo R der Kürze halber statt der zweiten und höheren Ordnung der 
TayloFschen Reihe gesetzt ist. Es ist daher: 


« -ß> +*+ 

«1 X X 
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oder 


Spitzer. Über die Kriterien des (Grössten und 


( 73 ) 




Xl 


0K 

S)/C ? ") 


<V m> \ 


(Ix + 



a-, 



Dieser Ausdruck soll nun, im Falle des Maximums stets negativ 
und im Falle des Minimums stets positiv bleiben, wie immer auch 
oy und oz beschaffen sind. Denkt man sich nun oy = sf x Qu) und 
07 / = £ Qu) gesetzt, unter £ eine sehr kleine constante Zahl ver¬ 
standen, so lässt sich Ui — U folgendermassen darstellen: 


Ui — U = As + Bs* + Ce* + . . . 
wo 


Xz 



*1 


rix -f- 




ist, Zte 3 die Glieder der zweiten Ordnung, Cs 3 die Glieder der 
dritten Ordnung bezeichnet u. s. f., und man hat bekanntlich für ein 
Maximum oder Minimum 


A = 0, 

für ein Maximum zu gleicher Zeit noch 

B < 0 


und für ein Minimum 


B > 0. 

Wir haben also als Bedingungs-Gleichung für ein Maximum oder 
Minimum 



j’i 


flx + 


dx = 0 
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Behandeln wir nun, so wie in unserem ersten Memoire die ein¬ 
zelnen Glieder dieses Ausdruckes nach der Methode des theilweisen 
Integrirens, so haben wir: 


ß" 


(3F 
(ÖÄf ‘ 

-o+(^r— 

•• + (-! )" 

(-1L-V 

V 01/00) 

J 9F 

-Q'+(S'— 

• + (-l) m 

r 8y v 

105,0»)) 

i 3F 
1.8/ 

-(£)'+(£)'— 

■ • + (-i)- 1 

f 8F V 

v 0t/(») ) 

r 0F 

Üh7 



r #F V 

\0fc( m ) ) 


x x 


+ 

+ 


| O 4- j irf*" 1 ) S(/ 


Wl + l* «»>] 

x, x, 

für die Bedingungs-Gleichung des Grössten oder Kleinsten. 
Sucht man nun aus den beiden Differential-Gleichungen: 


0 


£-(£)' + (£)'- -+<-«-(£T-• 


y und z als Functionen von x 9 setzt dann die gefundenen Werthe in 

a? 2 

r8F /0F\' r bV / 3F \(“-0 i) 

I 5)1 [ä7 _ (v 7 ) + (är) _ ' • • + ( ~ ]y ‘~ l (äüöö") ] + 


V V by n 
r9F / 8F \ ; 


• 3 F - 


i \dV /öp v /öPV' . ^ 0F \O w-1) lf 

+ | °~[e^ r — (ä^) +fc 7 ) _ ‘ ' • + (wm) ]|+ 
+ . 


x x 

*2 


X\ 

und wählt man die in y und z auftretenden Constanten so, dass der 
Ausdruck (76) verschwindet, so sind die so gefundenen Werthe 














ÜO 


Spitzer. Über die Kriterien des Grössten und 


von y und z solche, welche die Gleichung (T4), und somit auch die 
Gleichung (73) befriedigen. Ob aber diese Werthe von y und z das U 
wirklich zu einem Maximum oder Minimum macht, muss erst weiter 
untersucht werden. 


§. 18 . 

Betrachten wir nun die Glieder der zweiten Ordnung der 
T a y 1 o r'schen Reihe. Setzt man der Kürze halber 

n n / i // n 

oy = w, oy — w , oy = w , . . . 
dz = u , oz — u', dz" — u". . . . 

ferner 


b z V 


01/00 (]y( s ) 


= 0 (,) > y^)> 


0 3 v 


01/0 ) tf* 0 ) 


= (2/^ *«). 


0 2 K 


0*00 0*00 


— ^('0 ^0 


>J ) 


so lassen sieh die unter dem Integralzeichen stehenden Glieder so 
ordnen: 

M> [ 0/ 2/) W + (// ?/) Oy y/°°) fr (n) + 

+ (y ~) « + (y ~ ) «' + •••+ G/* c ”°) « <m) l + 

+ w ’ L 0/ y) w + (y‘y) «>'+••• + G/V’ 0 ) w°° + 

+ OA) « + 0/' *') «' + ••• + GA 0 ’ 0 ) " 0 ' 0 ] + 

+ . 

+ . 

+ w ( " J [ 0/'° y) w -{- 0/”\ , /)' t/ + • • ■ + G/’ ,) 2/ ( '°) w °° + 

+ O 00 *) u + G/ 00 «')«'+ • • • + (i/ ( ’° «°’°] + 

+ « [(* ?/) W + 0 !/') *»'+•••+(* 2/ ( ”0 w 00 + 

+ 0*) » + (»*') + 

+ «' [O'y/) w + ( Z'ij) (*' y/ (,,) ) W« + 

+ (*'s) H + (*V) + . . . + C' - t "‘ ) )» ( ’" r J + 

+ . 

+ . 

-f- )( ( '" ) [(j < -" ,) y/) w-\- (tWy'j fr' fy ( "0 -j- 

-1- (Ä) n + (*< m V) (j«: w )f( U) |. 

Setzt man nun wieder der Kürze wegen: 

(r y) w + 0‘ y/') «?' + ••• + 0’ /'°) w(,,) + 

(?• 0 f< + (>• «o «' (»■ ) h ( -° — i>/, 

so hat man für die Glieder der zweiten Ordnung: 

Y f\» M„ + -)/„■ + • • ■ 4- w w JA*») + « ’A, + «' + • • • + 

+ » <m) J/r[ 'Ar 
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Führt inan nun folgende Bezeichnungsweise ein : 

8F 

H -rr 

8 .'/’° 

8F 

8 i ("0 


8 F 8 V 8F „ 

w w 4- _ w -f 


,00 


h 

8F 


Zy" 

8F 


+ 


+ r K +y M ' + ^ u " + • • • + 




TF 


so hat man: 


— - ar„ 

b\v 

= M , ,, 

eiF 

= j/ v „ 

Zu s 

W 

y 

äir 


b\V 

— = JL , 

b\V 

=. J/..,. 

8IK 

= J4„ 

bz 

bz' 


w 7 



b\V 

bi) ('0 

w 

8^ö») 




und folglich ist: 



So wie wir nun die Glieder der ersten Ordnung mittelst des 
theilweisen Integrirens umwandelten, genau so lassen sich auch die 
Glieder der zweiten Ordnung umwandeln, man hat nämlich für 
dieselben: 



x \ 


+ 

+ 

+ 


! 




3/0 

d\V ) 

S^ö j 











02 


Spitzer. Über die Kriterien des (Grössten und 


und dies muss stets sein Zeichen beibehalten, wenn U ein Maximum 
oder Minimum sein soll. 


§• 1 ». 


Die Glieder der zweiten Ordnung lassen sieb noch auf eine 
andere Weise transformiren, die analog ist, der von Legend re 
gezeigten 1 ); wir wollen diese Transformation in zwei speeiellen 
Fällen bewerkstelligen, nämlich wenn V=<p(x, y, y' 9 z, z) und wenn 
V=<j> (*r, y, y, y ", z 9 z 9 z ■") ist. 

Im ersten Falle setze man 



+ L (w -f ;j., w + IH uY 

und bestimme r, v i9 r 3 , A,, A 3 , A 3 , ju,, juu so, dass dieser Gleichung 
identisch Genüge geschieht. 

Führen wir zuerst der Bequemlichkeit halber folgende Ab¬ 
kürzungen ein: 




8 a V n VV 

%y dz' 9 Zy' 3s ’ Zy' 3s 


und entwickeln dann den zweiten Theil der Gleichung (77), so 
erhält man: 


w 2 (ü 7 -f- B Aj L p.j) -f- w' 2 B -f- u 2 (r 3 ' B A 3 -f- Lp. 3 ) -f- 


r 2 Ao —f- L) -|- 2 tr tr ( r -f- B Aj ) —j- 2 tr r ( v\ —[- B Aj A 3 -f- 


+ fa) + 2 w u’ (i\ + B ^2 + l^i) + 2 w ' 11 ( y i + 
-f* /> A 3 ) -f- 2 11 B A 3 -|- 2 r r (r 3 -|- /i A 3 A s -f- /> /a 3 ). 

Durch Vergleichung dieses Ausdruckes mit dem ersten Theil der 
Gleichung (77) wird man zu folgenden Relationen geführt: 


*) 3hm sehe hierüber die Abhandlung von 31 a i n a r d i im 3. Baude von TortolinTs 
Journal für .Mathematik. 
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A = v' -f- Bl] -f- LfJ-i 
V = vJ -f- B X 3 -j- LyX 
D = BXl + L 

e= v + zzx, 

F — V\ - f- /iXj X 3 -f- ///*! /^2 
G = B Xj X 3 -f- L 

11 = p, + /?x 3 

/ = #X 3 

K = y 3 + /7XA+ /'**«• 


Aus diesen ergeben sich unmittelbar folgende Werthe für X 3 
und L 

X., =- 

z? 

BD — l 2 


und werden dieselben in die obigen Gleichungen eingeführt, so 
erhält man: 



A = »’ + tf X? + 


, BD—1 2 , 

G 1 = 2+ ^3 -j-- Z^-2 

F = v + i/X, 



(79) 


Diese sieben Gleichungen sind hinreichend zur Bestimmung der 
in ihnen vorkommenden sieben Unbekannten v, v i9 v 2 , X t , X 3 , juu. 
Im zweiten Falle, wo F=y(«i*. y , y y", z, z\ z") ist, setze man: 
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Spitz, er. l T t»rr die Kriterien des (1 rossten und 


0H 

Off' 0^ 


0 2 F 

+ 2 - —— mi -f- 2 
8 z dz' 8 


w + 2 »^ w *" + a d^ wV 

8 ’’ uu" + 2- d ' 1 


t r e-y 

-f 2 iru ^n w " u " ! 


8*"8V 


8*' 8V‘ 


M'W ' == 


= (r w- -f- Vi w /3 4~ y 3 m 2 -f t\j u l ‘ z 4~ 2y 4 «? w'4- 2t^ 5 w «4~ 2i\ w u ~(- 
+ 2p 7 w + 2p 8 w' w # + 2 p 0 w m')' + O" + A, w' + A 3 «? + 
4~ A : . «' 4~ A 4 w 4 - A 5 >0 3 4~ i j 0 l 4" i x 1 ?y/ 4" i j -2 w 4" w 4 - Fi ?0 3 


und bestimme c 9 i\ , r 2 , . . . r d , Aj, A 2 , A 3 , A 4 , A 5 . tj. l9 ja.,. (j, 3 . /jl 4 so, 
dass dieser Gleichung identisch Genüge geschieht. 

Füliren wir nun wieder folgende Abkürzungen ein: 


S 2 F 0 ä F , 6 3 F 8 2 V 8 3 F 0 2 F 

V “-S 7 5 -V 3 - t% 5f- "• cs- 


8 2 v 


ty' 

0 3 F 


6\ 


0 3 F 


fy' fy/' 

8 3 F 


= il/, 


ÖZ/ ty" 
8 a F 


0 xf 8%' 


R , 


fy' 0« 
0 2 F 


/y JÜL = y ÜL^y' ÜL 

0?/ 0« 8if 8 n J 9 8 ff 8z" 


= L 9 


■N. 


02 F ^ 0 3 F r 8 2 V 

!/ 8z' ~ } 9 du' 8z" Ä 5 = ^ ’ 




8ff" 8z" 


S ^L = t^-=u 
9 8z 8z' 9 8z 8z" 


8ij" 0s 

8 2 V 
0 s,' 0V' 


= V, 


so haben wir, wenn wir den zweiten Tlieil der Gleichung (80) 
entwickeln und ordnen, Folgendes: 


w 2 (v'+ C Al + L jxS) + w' 2 (r/ + 2 t ? 4 + C AJ + L Fl) + 
+ C w " 3 + ^ 3 (ty + Cll + L fJ) + «'* (iV 4- 2 v 9 + 
4“ C A; -f L p.:) 4~ /2 A 3 -|- L) -|- 2 10 (0 -f- 4~ 

4” e Ai Ao + Lfr (X 2 ) + 2 w w" (r 4 + CA 3 ) + 2 m (t^' + 

4~ c A 3 A 5 4~ l fj. 2 fO 4- 2 ^ u ' ( ?, 5 4” v e 4“ e a 2 a 4 -f* 
+ L F 2 Fa) 4- 2 w M f/ O’e 4- c As A 3 4- L F 2 ) 4- 2 « ?/ ' (^1 + 

4” 6 A t ) 2 w' u (r 5 -f- v 7 f -f- C Aj A 5 -f- L Fi fO 4“ 

4- 2 w 0 ? 6 4- ? *7 4~ ?, 8 / 4“ e Aj A 4 -f- L Fi Fs) 4~ 

+ 2 w' u" (r 8 + c Al A 3 + L Fi) + 2 **" « (»7 + C A 5 ) + 
+ 2 w" «' (p 8 + ^A 4 ) + 2 CA 3 «" w" 4- 2 « «' (p 8 4- 
4~ 4“ e A 4 A 5 4- L Fs Fi) 4“ 2 u u ' 4- £ A 3 A 5 4- 

4” t Fi) 4~ 2 u u ' ( v 3 4~ e A 3 A 4 4~ L Fs)* 
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Damit nun (80) identisch werde, müssen folgende Gleichungen 
stattfinden: 

A = v' + Cll + L ixl 

B = V\ -j- 2t>* 4~ dl L fxl 

.D = Vo' 4" Cll 4“ Pl 
E = v z * 4- 2p 9 + Cll + Lrf 
F = CX°3 4 - L 

fr = V 4“ ^4 — h Xo 4" G /^2 

// = f 4 4- CX 3 
I = t? 5 4” ein X 5 4" L pz /^4 

K — V 5 4“ 4" ^X 3 X 4 4" ^^2^3 

L = “Pg 4~ Xo X3 4“ L P2 

M = ^ 4- cx 4 

iV = t; 5 4" ^*7 7 4~ f?Xi X 5 4~ L ^ 

0 = r 6 4- u 7 4- t? 8 ' + Cli X 4 4 - L Pi /*3 
^ CXj X 3 4 ~ L /*i 

(? = ^7 4“ ei 5 

r = Va 4" eii± 

s = cx 3 

T~ v 3 4" 4~ CX 4 X 5 4” ^^. 3^4 

(7 = fg 4 ~ f?X 3 X 5 4 “ L p 4 
F = t? 3 + (7X 3 X 4 4" L/x 3 . 


Aus ihnen ergeben sich unmittelbar die Werthe von X 3 und L; 
es ist nämlich 



L = 


CF — >S 3 
C 


(81) 


und diese in den obigen Gleichungen eingeführt, geben : 
A = v + CH + CF ~ S * /4 
R — Vi 4“ 2i? 4 4- CX; H - ^ 

' d = V + e X5 4- -^- 2 - f 4 

_ £3 

E = v B ' 4~ 2v 9 4- 4 - -— /4 

CF—S 2 

Cr — V 4“ ^4 4~ Cll X 3 4 -~- Pi Pz 


( 82 ) 


Sitzb. d. mathem.-naturw. CI. XIV. Bd. I. Hft. 
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Spitzer. Über die Kriterien des Grössten und 


(82) 


// = r 4 -f CI 

1 =® i* 5 ' -f r),jX 5 -| -— c fX O /A 4 

cf—& 2 

/f r 5 -f- r 6 -f TA., A 4 -j --— ix o p. 3 

CF—Ä 2 

L - r. + * 3 S+ — 


J7 


r, -f- rXj 


CF—»S 2 

lA —- t*5 4" l *7 "f" CXi X 5 -(- --- /J-1 fj. 4 

CF—*s 2 

0 “ r 6 + r 7 + v s ' + CX t X 4 + 

„ , c , . CF ~S 2 

/ — r 8 -|- S A, -) -—— p-i 


Q ~ + ^X 5 

/£ = -f- C X 4 

CF—Ä 2 

F = r a + *’./ + CA 4 X 5 + --- ^ 

CF—S 2 

— ^0 + ÄX 5 “1 -—- /a 4 

CF—*S 2 

f =- r 3 £X 4 -j --- fx 5 . 


Diese 18 Gleichungen sind hinreichend zur Bestimmung von 
den in ihnen vorkommenden 18 Unbekannten. 

Man kann nun auf ganz ähnliche Weise verfahren, wenn in V 
auch noch y" und z" oder noch y" u und z l " u. s. f. Vorkommen, ln 
gewissen speciellen Fällen, die wir später Gelegenheit haben werden 
ausführlicher zu betrachten, sind wir jedoch genöthigt, die Glieder 
zweiter Ordnung anders zu transformiren. 


§. 20. 

Ich will nun hier den in §. 5 bewiesenen Lehrsatz verallgemei¬ 
nern. Es seien 


(83) 


o (>, I/, y. y" . . . 

P Cr. 1 /. )/'. y" ■ ■ . y ( "h. 


z (m) ) = 0 
r r ”0 =- 0 


zwei Differential-Gleichungen, deren Integrale wir als bekannt voraus¬ 
setzen. Sie seien 


( 84 ) 


y — -0 (.V. « s . . .) 

~ — £ (•»% «1. «2- «3 • • •) 
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Denkt man sich diese Werthe in (83) eingeführt, so erhält 
man identische Gleichungen; differenzirt man dieselben nach irgend 
einem a, so erhält man 


0 ? 0 */ , 0? 0.7' ^ , 

dy da dy' da 1 


+ 


0 sy 

8,»/ 8 a 0i/' 8« 


0? 

8;y (n) 

0 i/ (D) 

8 a 

8 <p 

0% (m) 

8^ < m ) 

8« 

8-p 

by^ 

8/ D) 

8 a 

_9* 

8^ (ra) 


3 p 8 » 3p 8*' 

8» 8« 8? 8^ ' 

= 0 


+ —-h —-b • .. 

1 8t. 8 a 1 0s' 0 a 1 


( 83 ) 


’ 8s (n ° 8« 

und diese Gleichungen sind offenbar wieder identische Gleichungen. 
Setzt man 


so ist: 




0.7 

dz 





Fa = P 

’ ~d « 

= q 


V _ 

cp 

8,j" _ 

8 2 ;> 

3 jT _ 

8 3 p 

8« 

8.e ’ 

8 a 

0.r 3 ’ 

8a 

3j» 3 * 

8%' 

8»/ 

dz" 

0 3 r/ 

8»'" 

8 3 q 

8 « 

0.r ’ 

8 « 

8.r 3 ’ 

8 a 

~ ELr 3 ’ 


und die Gleichungen (85) gehen über in 

df Y , 0? , , , 0? r n) , | 0? / , 

+ + •"+ 0^ /J +8T ?+ 8~ ?+ - 


+ ^ jt-> = 0 
8 & (m) 1 


8* 

0 '/ 


3J, , 

0 .'/ 


_0£ 

8 </ ( " : 

8'b 


^ + • • • + jdb p m + ^ + äV' ? • 


04 » , 


( 86 ) 


H-f- </ (m) = 0. 

8s (m) Y 


Das sind, wie man sieht, lineare Differential-Gleichungen, denen 


genügt wird für 


_ hlJ 

8 s 


p 

8a t 

q ~ d7 x 

oder auch für 


0.7 

8* 


V 

0a 3 ’ 

^ 0a 2 

oder auch für 


__ 0 y 

8% 


p 

0 «a * 

^ 0 «a 


5 * 
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Spitzer. Über die Kriterien des Grössten und 


u. s. f. Man bat folglich für die vollständigen Integrale der zwei 
Differential-Gleichungen ( 86 ) 


A 8 * y . A \ A I 

V = 4 — + A 3 — + As — + 


8 a 1 


8 «, 


A I A 8 * I A I 

9 ~ Ai — -Az — + A s — + 


8« x 


8 «, 


Kennt man daher die Integrale der Gleichungen (83), so kennt 
man auch die Integrale der Gleichungen ( 86 ), vorausgesetzt, dass 
man in ( 86 ) für y und z die gefundenen in (84) angegebenen Wcrthe 
substituirt hat. 

Betrachten wir nun folgende zwei Systeme von Gleichungen: 


n_(nv + rüiy , _ 

8 y V 8 y , J nr \dy"J 
hV_ _ /8JV ,8PY - 

~8~s la^'J + V8 ä"J 

( 8 W /8HV / 3 W 

1 (ly U y’J 


- + (-*)■ (^r) W =o 


. .. / dlV 

• • • + 1)n (i^r) = 

S XV nOO 




welche, da 

W= ^°'y + w° y+ ' 


3 -T r ¥ n) + -«*"+ -'oV-f 
-'•) J 1 as 1 a*' 1 


8 »/ 

+ il^ 


ist, in demselben analytischen Zusammenhänge stehen, wie die 
Gleichungen (83) und ( 86 ), so hat man, wenn die Integrale der 
Gleichungen (73) 

y = n Or, fl„ « 3 , «s • • •) 

* = C (•»', «[, «3. «3 • • •) 

sind, für die Integrale der Gleichungen (87) 


«\ ,8 V . , 81/ 8// 

= -( 4 ;-b A s 7 -r • • • 

J 8« 1 8 « 2 8 «3 

8 V . 8 .8 % 

dz ~ Ai --h Ao - -h ^3 r-b • • • 

8 a y ca, 8rt 3 

unter A z . A 3 . . . willkürliche Constante verstanden. 
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Nach diesen Vorbereitungen wenden wir uns an die ausführ¬ 
liche Untersuchung des s p e e i e 11 e n Falles, wenn 

v = ? (#, y > y'> *. O 


ist. 


Die Glieder der zweiten Ordnung lassen sich auf folgende drei 


verschiedene Weisen darstellen: 

fiz 

/ (Äiv~ + Biv 2 -f- Cu 2 -f- D u' 2 -f- 2 Ew iv -f- 2Fw u -f- 2 G w u r 

(ko) 

+ 2 Hw' u -f- 2Jw'u' -f- 2 Kuu')(Lv 


d XV 8 W 

w i?+ u 


, C Xz [ /0HVi , röDVi) 7 

-| +J ( S9 > 

(90) 


{ vw 2 -f- 2 Vi ivu + v 2 u 2 } f * B(xv' -\-l i w -|- l z u -f A 3 w) 3 r/# + 

X\ 


-f- j *L (?«' -f- w -f- /ju \i) 2 dx 


die mit einander identisch sind. Die in (89) vorkommende Grösse W 
ist gleich: 

ÜV 0 V dV 8 V 

TF=—OJ/ + —or/ + —o* + —o* 

und die in (90) vorkommenden Grössen v, v l9 v 2 , X i9 /U, A 3 , jul 1# \x z L 
haben zu genügen, folgenden Gleichungen: 


X 3 = — 

B 


L = 


BD—P 

B 


(78) 


, , , BD-P „ 

A = v -f- B Aj -f- — fCf 

BD—P „ 

c = v + mt + ——14 

E = v + Z?X, 

BJ) _ p 

F = Vi Bli X 3 -|-—- ^i 

, BD-P 

Q — V j + ”1“ Yj <*! 

H = t 1 ! -f- B X 3 

BD-P 

K — v 2 + ^3 H- y — 


(79) 
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Spitzer. Über die Kriterien des Grössten und 


Aus den Gleichungen (79) folgen: 


Xi 


E-v 

B 


X 3 


H—i\ 

B 

B ( G — 


f*i = - 


v { ) — 1 (E-v) 
B D—P 


f*2 = 


(K—v z ) — I (//— 1 >,) 
Bl) P 


(BD — /*) (p' — J) + D (JE — p)« + B (G — p t )* — 

— 27 (G — p 4 ) (E— v) = 0 

, qn - '0 0*' - C) + (//- *)» + B (A — * 3 ) 2 - 

1 J — 2/ (//— r,) (A — r a ) = 0 

(AD—7 2 ) (p/—F) + i> (£—p) (//— r,) + B (G-v t ) (A r —v 3 ) — 

— / (A—p) (A r —p a ) — / (C—p t ) (//— r 4 ) = 0. 

Würde man im Stande sein, die drei letzten Gleichungen, welche 
Differential-Gleichungen der ersten Ordnung sind, zu integriren, so 
hätte man v, v x und v 2 als Functionen von x mit drei willkürlichen 
Constanten versehen, und dann ergäbe sich auch unmittelbar l i9 A 3 
ix i9 fjLo. Aber die Integration dieser drei Gleichungen auf directem 
Wege zu bewerkstelligen macht bedeutende Schwierigkeiten; wir 
wollen uns daher die Integrale derselben verschaffen auf eine Art, 
die ganz analog ist der, wie wir uns im ersten Memoire die Integrale 
der im 4 aufgestellten Gleichungen verschafften. Wir nehmen 
nämlich an, dass man die beiden Gleichungen: 



integriren könne *) und dass ihre Integrale 


l) Um diese Gleichungen zu integriren, ist man im Allgemeinen genöthigt, früher 
eine der abhängigen Variablen y oder z wegzuschaffen. Zu dem Iiehufe differen- 
zire man dieselben zweimal nach einander. Oie vorgelegten zwei Gleichungen 
sind Functionen von 

.1% y , yy ", «, s', z", 

die einmal differenzirten Gleichungen sind Functionen von 

!/’ y'> y”> y ’"> z "> 
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y = f (-v, «i. «j. « 3 . «*) 

* = y' (.1’, «l, «2. «3. «*) 

seien; die Integrale der beiden Gleichungen 


0 IF 

r® ,y v 

’= 0 


t 8#' ) 

d\v 

r 8IK ) 

= 0 

“ää 

v 8s' J 


die sich in entwickelter Gestalt auch so schreiben lassen: 

Bw" + Iu" + B’ w + u {H+I-G)-Y 


+ 

w (E 

'---O + 

u (//'- 

-F) 

- 

0 


Du + Iw' 

' + D u' + w' (G 

+ / 



+ 

+ 

u (K 

’-C) + 

«? (G' - 

-F) 

- - 

0 


10 = 

82 / 

0 «! 

+ 4.f- 
8« 2 

■ + ^3 

0 Ctg 

+ 

A 

8 ;/ 

0 Ö 4 


0 « 

8s 


0* 

+ 


dz. 


”0^7 

+ ^ ^ 

■ + ^3 

0« 3 

Ai 

0ff 4 


Betrachten wir nun die Gleichung: 


(93) 


(94) 


(93) 


OTo 


n ^ + + f \ U - - miu = 

8;/ 8s') J ( I 8;/ 8i/' J 1 L 8s V 8s ) Jj 


o: 2 


i: 2 -f- 2r t u w ■+ po u 2 1 -\-J B (+ Ai w + A 2 m' + A 3 ?*) 2 tf o? -f* 


+ L ( u + T-i + JJ-2 ?O z d * ?> » 

07, 


und die nochmals differenzirten, Functionen von 

2 /', ?/ 7 , y'", y'"\ * 7/ , 


Eliminirt man aus diesen sechs Gleichungen die füuf Grössen 

rv o ' cy " cyI’I cy "" 


so erhält man eine Differential-Gleichung der vierten Ordnung von der Form 
r (a-, y,y', y", y‘", y"") = 0; 

ergibt sich hieraus 

2/ = 9 (*, «i» «2’ f/ 3’ "i)» 

so wird man diesen Werth von y in die vier ersten von den sechs Gleichungen 
einführen, und aus denselben daun 5 suchen. Man erhält dann offenbar 
z = rf (a\ , ö 2 ’ "4^- 
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Spitzer. Über die Kriterien des Grössten und 


( 96 ) 


welche identisch sein muss, falls die Grössen v, v i9 r 3 , X|.X 3 ,X 3 , jjlj, L 
gehörig gewählt sind. Das im ersten Theile derselben vorkommende 
Integral verschwindet, wenn man statt u und v die Ausdrücke in (95) 
substituirt; also muss, wenn man dieselbe Substitution im zweiten Theile 
der Gleichung durchführt, auch da die Integrale verschwinden ; mit 
andern Worten, die in (95) stehenden Ausdrücke sind die vollstän¬ 
digen Integrale der zwei Differential-Gleichungen: 

W + Xi w + X 2 u ' + X 3 u = 0 
u -f- [J>i w -f- u = 0. 


Man kann nun ebenso, als die vollständigen Integrale dieser 
Gleichungen folgende Ausdrücke ansehen: 

0i/ 8y 


0«, 


w = Bi — -h B 

öa 1 


0« 3 

0s 

0 «., 


0«;> 




8« . 0$ 
+ B 3 — +B i — 


da. 


nud demgemäss dieCoefficienten bestimmen.Setzt man nun 

^ ^ 8?/ J 0?/ , . 0?/ 

«i = 7- + ^2 77" + TZ~ + TT - 


a 3 = Bi 

ßi = u 


0«! 

_ 0 L 

0« t 

0« 

0fl A 

0a 


0« 2 


da, 

h 


+ *' «T + + Ä 






0« ? 

0a 


0« 4 

fy 

0f<4 

0S 

0rt 4 

0» 


fr + 11 3 -+i? 4 


0«1 

so hat man: 

a/ -f- Xi -f- X 3 ßt' X 3 ß, = 0 
ä 2 -f- Xj a 3 -j- X 3 13 2 / -f- X 3 ß z = 0 
und hieraus folgt: 


iV + P-l «1 + ^2 ßl =0 

ßl + ! J -l a 2 + 1^1 ßl — 6 


x = a Ahz^ih . L PiK-h'ßt 

1 a, ß 3 — a 3 ß, It a t ß, — a „ |3, 


X 3 — 
M« = 


a. a. 


a l?3 —«3ßi 

ßih'-Pi'P* 

«1 ^2 — «sßl 

a lßl' — a ißl 


l_ c^l V-a, IV 
« a,ß s -«jjä, 
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Nachdem wir nun die Wcrthe von X,, A 3 , ju 1( pu aufgestellt 
haben, suchen wir aus den Gleieluingen (79) v, p, und r.,. Man 
hat für dieselben: 

v = E— Bl, 


v, = // — Bl, 
v., = K —II, 


BD — P 


(97) 


und wenn unsere Analyse gegen jeden Einwand gesichert sein soll 
(denn die Schlüsse, mittelst welchen wir zu A 3 , kamen, könn¬ 
ten vielleicht Einwände hervorrufen), müssen wir noch nachweisen: 

Erstens. Dass die gefundenen Werthe von A ls A s , ^,/ju, v, v l9 v 2 , 
den noch übrig bleibenden Gleichungen (78), nämlich 


,4 = p' 

+ FAt 

+ 

i?Z) — 


n 

C = p 3 ' 

+ FA: 

+ 

BI) — P 

f! 

B 

F = r/ 

“f“ ^1 ^3 + 

BD — P 

Fi Fs 

B 

(i = l’i 

+ 7A, 

+ 

BD — P 

Fi 

B 


genügen, und 

zweitens, dass sie mit drei willkürlichen Constanten ver¬ 
sehen sind. 

Falls alles dies dargethan ist, folgt von selbst, dass die Aus¬ 
drücke in (97) die Integrale der drei Differential-Gleichungen (91) 
sind. 

Bevor wir weiter gehen, führen wir folgende Bezeichnungs¬ 
weise ein: 

äj ß 2 — a 2 ß t — 31 i 

«/ ßz — kJ ß t = 3h 

«i ß 2 ' — ß/ = 3h 

«i a 2 — a/ cc z = 3h 

ßi ßz - ßl' ßz = Jf t 

«>' ß,' —«*' ß,' = Jl/ 6 

«/' ß, — cc 3 " ß, = J/ 7 

«. ßz" — ß," = Jf s 

<x, a 3 " — «/' sc, = J/j, 

P. ß 3 " — ß," ßl =3/ 10 
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dadurch wird: 

X, = — — + - — 

J\l x 1 B 


(99) 


>•“7» 

A4 


V -1 = 


A4 

iU, 

A4 

!j "~ M t 

und die Werthe von v, r,, t' 3 sind: 


/ A4 


B A4 


’ =£ + /? S -/ 3/5 


( 100 ) 


r, = // -|- 4 ^ + / 


A4 


A4 


*-*+ I W+ D M t - 

Aus diesen ergeben sieb durch Differentiation: 

, 7 ,, , 3/, , „ M t MJ - A/ 3 A// A/ 5 , A/, A4' - A4 Ai,' 

* =£+jß Ä4 +i? —äv- 7 ^; _/ —üv— 

r ‘ =// + ^Ä4 + ß -äv- +/ Ü4 + / -ÄV- 

r' F I f"* I T A4 A4' — A4 A4' A4 A 4 A4'-A 4 A4' 

*■* ~ k+ M l +I -Ä 43 - + i) Ä4 +j0 -^-• 

Es ist aber: 

A4' = A4 + A4 
A4' = A4 + A4 
A4' = A4 + A4 
A4' = A4 
A4' = A4, 

folglich, wenn man diese Werthe einführf: 

v = h + B A4 + 7 '- W - 

J, A4 A/j A4, - A4 A4 - A4 A4 

1 A4 A 4 3 
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37, 3/ a - 37, i»4 — 34 i»4 

377 


+ 


34 34 3/ 6 + 37, 34 - 34 34 - 34* 

■^ 34 ' 34® 

„ , „ ^4 , , iV, 34 - 34 34 - 34 34 

lV = A + 1 34 + 1 - M? - + 


DL 

+ *’w + *> 


717, ])1 6 + 71/, DI S - DL 7J7 3 — 71/, 2 


71/, * 7 »/, 2 

und nun sollen, wenn man diese Wertlie in (98) einführt, identische 
Gleichungen erscheinen. Die erste von ihnen ist: 

, DL il/, DL + il/, il / 7 — il7 0 2 - TI/, 71/« T il/ r 

-J + 4 + //-' + « - ^4 - ' -— ~ I' w + 


+ 1 


34 

34 34 + 34 34 - 34 34, 


/3/„ s 

+ " (s? 


717, 2 

/ 2 71 /B I) - / 2 717- 2 

-I -— | h-— = 0 

“ B* 71/, 2 7 ^ B 717, 2 


71/, 

9 1 ^ ^5 

77 il /, 2 


+ 


und gibt reducirt: 


DL il/, il / 6 + 71/, TI / 7 - 71/ 3 71/3 

* 717, + ' 7 »/, 2 


717, 

r — + 

ii/, ^ 


717o 3 / 5 — 71/q il / 5 • 
3/, 2 


M+Mio + D ^ = 0. 

71/,'- 


Die zweite der Gleichungen (98) heisst: 


„ , ,, , „^4 , r 3434 - 37,34 - 3434 

L + h + 1 34 + 1 


+ ^ + 


+ D 


37,3/,. + 37,37 s — 3437. — 34' 


37, s 


+ —) + 

1 B* 37,-J 1 


+4 

1 Ll /, 3 1 B 37 , 3 ~ 


BD — P 37,- 

-^ = o 

77 37, s 


und gibt reducirt: 


„ , , , J/ 4 , f 37,34-3434+3434 , n , 37 3 

- C + A +/ - + I - — - + /> _ + 


+ D 


37, 

37,37 6 + 37,37 8 — 3437, 


B — 
34 3 


Die dritte der Gleichungen (98) ist: 


F+jr + ** + B !h*=mz !» + />§ + 


+ / 


37 , 

3437 6 + 37,37 8 — 37,37, — 37+ 

3V 

7 37,34 7- 37,37-, 

+ 5 -ST - »«-<«) 


il /, 2 

+ Ä 


il/, 

_/ d/ 4 37 5 

il/, 2 3/, 2 

BD — P DI» 37- 

0 


+ 


7/ 


3/, 2 
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Spitzer. Über die Kriterien des Grössten und 


oder reducirt: 


F + H ' + B> W x + B 


,, , i} ^3^4 , v 


Mi* 


+ [ MJI' + MJh-MJlt-M 8 » _ D 




+ T ^ + 
r DI, 1 
DLDL __ 0 


M x * 


Endlich ist die letzte der Gleichungen (98) 


DL 


Dl. 


DL 


F DL 


G +II+Bj^ + 1— — / ^ + — — + 


HD — P DL 


DL 


oder 


il/i 


B DL 


B DL 


= 0 


DL DL — DL 

-G + //+Z?-* + /^—' 


+ D wr°- 


Dl, 

Statt den vier Gleichungen (98) kann man daher folgende 
vier Gleichungen stellen: 


- A + B + e * + B w 

]\1. 


i w 


3 _ r, *h 

JA 


+ 


+ / 


Wh - Wh ~ Who 


W 




+ 5-^=0 
T JA 3 


- C + J7 + f + / V, - V ' ) + D' ^ + 


JWi* 


JA 


( 101 ) 


' il/, 2 _i " 3/, s 


JA 


— F + H' + B' p + B + F LI + 


Wh - J/ 3 J1 4 


JA 2 


J/ 3 

J/ t 


+ j Wh + Wh ~ JJ *^s - W _ D Wh = 0 


JA 2 


JA 3 


- G + // + 2,’ ^ + I * h 


JA 


+ ö £:-°- 


Wir wollen nun diese Gleichungen dadurch vereinfachen, dass 
wir an die Stelle von — A E', — C + E\ — F + IE andere, 
ihnen identisch gleiche Werthe setzen. Um solche zu finden, nehmen 
vir die zwei identischen Gleichungen: 


Bx/+Iß i ''+B'x' i +ß i , (II+I'—Cr)+« i (E' — Ä)-\-ßi (fI'—F) = 0 
Bz. i ''+I&'+B'rs: z +ß z '(II+r— G)+« 2 (E'—A)+ß z {II— F)=0 

multipliciren die erste mit a 2 , die zweite mit a, und subtrahiren 
dann beide von einander, dies gibt: 
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b or « 2 —«,) + / 03 ," «,— ß ,"«,)+/?'(«,' « 2 —«,' «,)+ 

+ (// +/'— G)(ß,'cc 2 -ß 2 «,) + (// — F) (ß, cc 2 — ß 2 «,) =0, 
oder: 

7/d7 9 + LV S -1- JO/* -f (ff+I'—G) M s + (II'—F) M, = 0; 

multiplicirt man ferner die erste Gleichung mit ß 2 , die zweite mit ß„ 
und subtrahirt beide von einander, so erhält man: 

B («,"0, - cc 2 "ß t ) + I (ft"/3,-ß,"j3,) + B' («/jS,-«,^,) + 
+ (7/+ T- G) (j3,'/3, -ß,'j3,) + (E'-Ä) («, (5.—cc 2 j3.) = 0, 

oder: 


B3I,— I3I l0 + B3L — (//+/' — G)3I 5 + (E — Ä) 3I t = 0. 

Nehmen wir jetzt die zwei Gleichungen vor: 

Dß l "+Ix i "+D'ß t '+a l '(G+r— 7/)+/3,(Ä”— C)+«,(G'—= 0 
■ö 1 3 2 "+/« 2 ,, +7)'|3 2 '+« J '(G+/’—//)-f ß 2 (Ä r '—C , )+« 2 (G'—F) = 0 

und verfahren ganz so , wie mit den erst aufgestellten zwei 
Gleichungen, so erhält man : 

I) ( ß /' «, — 13,"«,) + 7 («,"«, — «," «,) +D'(ß l ' « s —&'«,)+ 
+ ( G+7'—77) («,' « 2 — «,'«,) + (7G — C) (ß, «,—ß, «i) = 0 

und 


7> (/3,"P, - ß,"ß.) + 7(«,"j3, - «n"ßi) + 7)' (j3,'ß 2 — ßj'Pi) + 
+ (G + 7'-Ä)(« 1 'ß,-«,'ft) + (C'-^(«,j3,-«,ft) =0 

oder, was dasselbe ist: 

DM 8 +/J/ 9 + (£ + /' — 7/) il/ 4 + (Ä"' — C) ^ =0 

— DM\ o -j - IM 7 — D' 3f 5 -j~ (6? -|-1 — //) 3L -j- (G — F) 31 ^ = 0. 

Demnach ist: 




. 

A + *—>§ + I%-*% + lB+T-e> f 
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Spitzer. Über die Kriterien des Grössten und 


Führt man nun diese Werthe in die Gleichungen (101) ein, so 
erhält man statt denselben: 


(//- <’) ^ + /; J/ ' + j 




(103) 


(7/— G) + + I ^=^2 + .^3 + 

7 J/j 7I/.2 ~ lf 2 ^ 


i»/, 


J/, a 


'g- 


«) f-++' — 1 ^r v, ‘ v - +»**-» 




(,/„£) +/i^ + /- 3 

Bemerkt man noch, dass 


iP/, — 7I7 0 


3L 


DU 


+ 2> = 0 




il /, ^/ 6 — ^4 i / 3 = J / 4 J / 5 

ist, so sieht man, dass allen den vier Gleichungen (103) genügt 
wird, wenn die letzte von ihnen stattlindet. Die letzte lässt sich aber 
so schreiben: 


(104) 31, (II- G) + B3I, + I(M, —Ah) + 2>J/ 5 =0 

und gibt differenzirt: 

1 OS) J/l (U ~ (! ' ] + (^+^) (//- ^') )+ 

+ / W» — 3/,) + D' M» + D J/,„ = 0. 

Diese Gleichung ist aber eine identische. Man kann sich von 
der Identität derselben dadurch leicht überzeugen, dass man die zwei 
identischen Gleichungen 

-1)31,0 + 13U — a 3h + ((• + r — //) 3h + (G’—F)3I { = 0 
U3h + 13h + B' 3h + (11+ I' - G) 3I d + (11 — F) 31, = 0 

von einander suhtrahirt; ihre Differenz gibt die Gleichung (105). 

Da nun die Gleichung (lOo) identisch stattfindet, so muss der 
erste Theil derselben identisch Null sein, weil es der zweite Theil 
auch ist; daraus folgt, dass der erste Theil der Gleichung (104) 
einer Constanten gleich ist, und zwar der Constanten Null, weil der 
zweite Theil der Gleichung (104) auch Null ist. 

Wenn wir nun zur wirklichen Berechnung von 1 ,, X 3 , fx i9 t u 2 
schreiten wollen, so müssen wir die Grössen ßf i9 J/ 2 , J/ 3 , J/ 4 . 31 5 
entwickeln, diese sind: 
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T9 


1/ 


p 


0« 

8// 

_J_ £ f 

07/ 

0* 

07/ 

— ) + 

iU 1 


Oj 

v 077 3 

0rti 

077, 

0770 J ^ C3 V 

~0«7 

077, 

077, 

8«3 7 


1 



0a 

077 

^ ^ 1 cf 

07/ 

8a 

07/ 

— ) + 


ft 

^3 

u 

0«, 

0/7, 

077 4 J ^ 64 V 

077 S 

0a 2 

077 3 

8« s > 1 




r 0// 

0« 

8* 

® 0 ) 1 cf 

07/ 

0% 

07/ 

0a \ 


ft 


v e« 4 

0a 3 

077 a 

077 4 J ‘ Cb l 

077 4 

0a 3 

077g 

"0^7J 

/ir 


p 

/ 8/ 

0.« 

0//' 

8 M L c f 

8jf' 

0^ 

07/' 

— ) + 

i«4 


Ol 

V 077* 

07/1 

077, 

0772 J ’ 1 

8« 3 

07«, 

077, 

8«3 J + 




r 8/ 

0« 

0/7 

] 1 f (. 

8-/' 

0« 

8-7 

8s v 


ft 

t-'3 

l e« 4 

07/ j 

077, 

077 4 J + C4 V 

8« 3 

lüü 

077. 

8« 3 ) + 


1 

p 

f 8/ 

8» 

0/7' 

1 rf. 

8 >/ 

0a 

0//' 

8 m 


Ar 

O3 

V 0/« 4 

077 0 

07to 

e«, J + c n 

8—4 

07«g 

8«3 

8«4 / 

71/ 



( 0// 

0 V 

07/ 

—) + c( 

8, 

0a' 

8jf 

—1 4- 

iw 3 


l t 

v e« 3 

077, 

077, 


077g 

07«t 

8«, 

8«, J + 


1 

/> 

r 0// 

0«' 

0/7 

8V lief 

0/7 

0 a' 

8 .-/ 

8 "d 4- 


ft 


v 0« 4 

~0^7‘ 

077, 

8«4 J ^ C * V 

8« 3 

077 2 

077 2 




p 

r 0// 

0o' 

07/ 

H ' \ . Ct 7 

8-/ 

8a ; 

8-/ 

8s 'n 


ft 

'-'5 

10// 4 

077 2 

07Zo 

8,4 J + Ce l 

077 4 

07«g 

8«3 

8«4 J 

/!/, 



r 0*/ 

jy_ 

07/ 

*1 \ 1 r f 

0// 

07/ / 

8-/ 

W) + 

i« 4. 


Oi 

V 0/« 

077 t 

077, 

8« a i ^ s l 

077g 

077, 

077, 

8-3 ' + 


1 


( 0// 

0/7' 

07/ 

8j/ ' Ucf 

07/ 

0./ 

07/ 

— 1 4- 


1 

o 3 


077, 

077, 

e«4 J + - c+ 1 

077 3 

0 7f 2 

077 2 

0 7« 3 J r 


1 

r 1 

r ö/y 

0y__ 

0/7 

. r 7. 

0/7 

0./ 

07/ 

0.7/' \ 


T 

1 '5 1 


07/j 

077 2 

8«4 ft 6 l 

077 4 

077 3 

8-3 

0 «« 4 ) 



P I 

rJ!_ 

8a' 

0« 

— 1 -1- c ( 

8a 

0a' 

8s 




O'l 1 

v 07« 

077, 

07«, 


8«3 

077i 

07«, 

8«s J + 


4_ 

P I 

f±_ 

0*' 

0* 

1 + c f 

8 s 

0a' 

0a 

8 s', 


ft 

O3 | 

18«4 

077 | 

077, 

a«4 ) ‘ L * l 

077g 

07« 2 

077 2 

077 g J ^ 


4_ 

£1 1 

r 9a 

0a' 

0-5 

— 1 + c f- 

0a 

0 a' 

0 a 



1 

°5 1 

l 0« 4 

077 2 

0/« 2 

8«4 ) + L ° l 

077 4 

8« 3 

077g 

0/f 4 j 

WO 

c,, 

ft. 

6 t 3 , 77*. 77,. 

C 6 , fol 

gende Bedeutungen haben 




C, = A, — Ai II, 

a = A s Bi — Ai B 3 
(\ = A, B, - Ai B, 
ft == ^3 B 2 -^2 ft 

ft = ft ft - ft B 4 
Cg = ft ft — ft .ft 
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Spitzer. Über die Kriterien des Grössten und 


Substituirt man die gefundenen Wertlie für ü/ ls ü/ 3 , il/ 4 , M b 
in die Gleichungen (99), so sicht man, dass X lf A 3 , /ji,,/ju blos sechs 
Constante enthalten, welche aber nicht ganz willkürlich sind, da 
zwischen ihnen folgende zwei Gleichungen bestehen: 

Ci Ce — C 2 C 5 + 63 C 4 = 0 
il/i (// — G) + i?il/ 4 + / (il/ 3 — il/.) + />il/ 5 = 0. 

Da man ferner durch irgend ein C Zähler und Nenner dividiren 
kann, so haben die gewonnenen Ausdrücke die erforderliche und hin¬ 
reichende Allgemeinheit. 

Man hat somit: 


CC 2 

" ßD—P 


(xd -f- IM iv + Ih, ft) 2 dx. 


X» 

J*(Aiv 2 -j- Bio' 2 -f- Cu 2 -f- Du 2 - 1- 2/?ww'-f- 2Fwu + 2G«0ft'-f- 

ar, a : 2 

+2Htv , u + 2Ixd u -f- 2 Kuu) dx — \vzv 2 + 2t?, uiv + t? 2 ?t 3 j -f- 

iT 2 ^ 2 

+fß (w'+A, ?t?+X 2 id) 2 dx-\-J— 

Xy X X 

Die Kriterien sind daher folgende: 

Die zweiten Differential-Quotienten von V dürfen innerhalb der 
Integrations-Grenzen nicht durch unendlich gehen, ferner müssen B 

und —— für alle Wertlie von x = x, bis x — x 2 stets das- 

seihe Zeichen beibehalten; endlich müssen noch die drei, in der 
Rechnung eintretenden willkürlichen Constanten so gewählt werden 
können, dass für keinen zwischen und x z liegenden Werth von x 
der gemeinschaftliche Nenner von A,, A 3 ,jui,, juu gleich Null wird. 

Findet alles dieses Statt, und lassen sich für die drei Constanten 
solche Werthe ausfindig machen, durch die es unmöglich wird, dass 
der Nenner von A,, A 3 , /ji, und /ju innerhalb der Integrations-Grenzen 
gleich Null wird, so kann man, wenn für die Grenzwerthe w = 0 
und u — 0 ist 1 )» die Glieder der zweiten Ordnung so schreiben: 

ar 3 x z 

/ r bd — i 2 

B (?r'-J-A, X 3 u) 2 dx -{- / - + ?r+|ut .2 u) 2 dx 


*) Diese Bedingungen finden Statt, wenn man die in y = (.r, «j, « 2 , « 3 , a 4 ) 

s = ip (.v, «j, r/ 2 , « 3 , « 4 ) einlretenden Constanten so wählt, dass dem «r = .r, 
die bestimmten Wertlie yz=y t und = und dem x = x 2 die bestimmten Werthe 
y — y 2 und s = entsprechen. 
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und hat somit ein Maximum oder Minimum, je nachdem B und 

B 

für alle zwischen X\ und x> liegenden Werthe von x negativ oder 
positiv ist. 


1. Anmerkung. Die Bedingung, dass B und - stets einerlei 

ö * B 

Zeichen haben sollen, lässt sieh einfacher auch so ausdrüeken: 

B und D müssen einerlei Zeichen haben, und BD — l 2 muss 
stets positiv sein. 

2. Anmerkung. Man könnte die Glieder zweiter Ordnung auch so 

darstellen. 


D (V+X 4 ?f )- X 5 w' +a 6 iv ) 2 rf.v+ J -- -(«/+ ja 3 «+[a 4 w ) 2 d.v, 

CC i £C j 

wo 1 4 , ). 5 , X 6 , p 3 , p. 4 Ausdrücke sind, welche die grösste Analogie 
haben mit )v 3 , X 3 , p. 2 . 


§. 22 . 

Es dürfte nicht ohne Interesse sein, jene lineare Differential- 
Gleichung zu kennen, deren particuläre Integrale 

_ %y _ %y _ %y * _ %y 

da i * 0rt 2 9 0« 3 9 0«4 

oder 

0« 0$ 0$ 0S 

u = TT 5 u = “5—• u = 7 —» n = T— 

sind. Um die ersteren zu finden, hat man aus den beiden linearen 
Differential-Gleichungen 

Bio" + Iu" + B' w + u (H + I' — G) + w (E — A) + 
u (II — F) = 0 

Du" + ho" -f D u' + io (G + /' — //) -f- u (. K' — C ) + 
w (G' — F) = 0 

das u, und um die zweite zu finden, aus denselben Gleichungen w zu 
eliminiren. In beiden Fällen differenzire man die eben aufgestellten 
Gleichungen zweimal hinter einander, man erhält dadurch: 

B w" + Iu'" + 2 B' w" + u" (H + 2/' — G) + w' (JT + 
4~ E' — Ä) 4~ v! (2 H' -|- /" — F — G ') -f- w (E" — Ä ) -j- 
4- « (H" — F') = 0, 

Sitzb. d. mathem.-naturw. CI. XIV. Bd. I. Hft. 


0 




(IOC) 
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Spitzer. Über die Kriterien des Grössten und 


Bw"" +/«""+ 3 B'w'"+n'"(ll+ 3 1' — G)+ iv" (ZB"-\-E'—Ä)-\- 
+ n" (3 II' — F + 3/" — 2 G') + w (B'" + 2 E" — 2Ä) + 
+ri(ZII"-\-r"—2F'—G")-{-w(E"'—A")+it(ir"—F")= 0, 
D u"' + Iw'" + 21)' u" + w" ( G + 2/ — 77) -f u’ ( D ' + 7f — C) + 
+ w (2G + 7<’— 11) + u (77"—C') + w(C — F) = 0, 


Du"" -f Iw"" + 3 D'u"’ + w" ((G -f 37 — II) + u" (37)" -f 
+ E—C) + w"(3G' + 3/''— F— 2II) + u (D"' + 277" — 
— 2 C') + w (3 G" + I’"—2F' — II")-\-u (K'"—C") + 
w{G'" — F") = 0. 


Wenn wir jetzt die Elimination von u, u, u", u" 1 , u"" bewerk¬ 
stelligen wollen, so ordnen wir diese sechs Gleichungen nach den¬ 
selben, inan hat: 



u 

n' 

u" 

u" f 

u"" 

B tv" + B’ w' + tv (£' — A) 

IV — F 

H+F — 
- G 

I 

0 

0 

Bio'" -f 2 io" B' + w' ( B” + 
+ E' — A) + iv (£" — A') 

H " — F' 

21V+I"— 
F — G f 

II -r 2V — 

— G’ 

1 

0 

B tv"" + 3 tv’" B’ + 
+ tv" (3 B" + E — A) + 
+ tv' (IV" + 2 — 2 A') + 

+ iv (£"' — A") 

U'n __ E" 

3 B" + 

+ — 
— 2 F'— 
— G" 

3 H — 
— F + 

+ 3 1" - 
— 2 G' 

h + 

+ 37' -G 

1 

I tv" + w’ (G + 7' - 77) + 
+ w (G' — F) 

K! — C 

D' 

D 

0 

0 

1 io'" + w"(G + 21 f - H ) + 
+ w' (2 G'+ I" -F— ll’\ + 
+ w (G" - F') 

K"— C 

B" + 

+ K'—C 

2 D' 

D 

0 

I io'"' + w m (G 4- 3 F — 11) + 
-f- u>" (3 G' + 3 i" — F — 

— 2 H ') + w' (3 G" + 2'"— 

- 2 F’—ll") + io(G"' — F") 

K"' — C" 

D'" + 

+ 2 K" — 
— 2 C' 

3 D " + 
+ K'- — C 

3 D’ 

D 


Bildet man nun aus diesen Ausdrücken die Determinante, setzt 
dieselbe gleich Null, so ist dies die gewünschte Differential-Gleichung, 
deren Integral 


W = Ai ^ A 


, i dy 

diu + y 3 0« 3 + 0* 4 

ist. — Aber die vollständige, regelrechte Bildung dieser Deter¬ 
minante führt zu äusserst eomplieirten Ausdrürken ; vielleicht dürfte 
der hier befolgte Gang empfehlungswerth sein. 
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Bezeichnet man 

«i b 3 — a, b t mit j ^ | 

«t b> c 3 — a t b z Ci — « 2 bi c 3 -f- d 2 b z c x -f- a z b x c 2 — a z b z t\ 

l a t bi 1 
mit < a 2 b z c z > 

( <h h C z ) 

+ di b z c z (h — (ii bz c 4 (h — «i b 3 c z d 4 + di b z c 4 ä z -f 

+ (i\ b± Cz d z — di b’± c z d z — dz bi c z <7 4 + (u b x c 4 d z -|- 

+ a 2 b z c x d± — a> b 3 c 4 d x — a 2 b 4 c x d z -f- a % 6 4 c z d x + 

+ a 3 bi Co f/ 4 — a 3 bi c 4 dz —- « 3 bz c x r/ 4 + ( h b z ^4 el x + 

+ «3 bi Ci d., — «3 bi c, dl - « 4 d s + «4 ^1 C 3 ch + 

+ « 4 b 2 Ci d 3 — « 4 b 2 c 3 di — (ik b 3 Ci d z -f- « 4 b 3 c z d x 

I di bi Ci di ' 
a z b z Co dz 

a 3 ^ c 3 d 3 

d 4 $4 £4 ^4 y 

u. s. f. mit einem Worte, bezeichnet man den gemeinschaftlichen 
Nenner der sich für x x , x 2 , x 3 , . . . x n aus der Auflösung folgenden 
Systems von Gleichungen ersten Grades 

di x x -f bi Xz + Ci x z + . . . + ki x n = m x 

d 2 Xi + bo x z + c z x z -[-••• + ko x n = m z 

d z Xi + b z Xz + <3 X z + . . . + h = nh 


d n Xi + b n Xz + c n x z + ... + k n x n = m n 


ergibt, mit 


di bi Ci ... k x 

d z bz c 2 . . . ko 
d 3 b z c z . . . k 3 


so hat 

' «1 bi 
l do bo 

1 d 3 b z 

| «4 64 

d n b >, 


+ C( i 


ei n b n c n 


man die Gleichung: 

Ci d ± .. . ki 

Co dz . . . ko 

c z d 3 . . . k z 
r 4 d k . . 


c u d n . . . 

bi Ci di . 
b z d dz . 

6 4 c> 4 d> 4 . 
■b n c n d n . 


ki 

ko 

k 4 

■ k n 


• k n 


bo Co do . . . ko ' 

1 b z c z d 3 . . . k 3 


> b n C n d n . . . kn > 


1 y-'a n 




C x d x . . 

• i‘i\ 


U 

Cs ds . . 

■. ä-J 

«0 

j bi 

c 4 ds . . 

• A-4 


\b n 

c„ • 

.. U 

bi 

Ci 

di . 

..ki 


Cz 

d, . 

..k. 


C 3 

d 3 • 

■ ■ks 


c,.- 

.1 d n _i . 

G* 

• • b n - 


(10T) 
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Spitzer. Über die Kriterien des Grössten und 


von deren Richtigkeit man sich auf der Stelle überzeugen kann; man 
hat nur nüthig, den ersten Theil der Gleichung (107) der aus n\ 
Glieder besteht, sich in entwickelter und gehörig geordneter Form 
zu denken, bei den ersten (?i —1)! Gliedern bei den nächsten 
(?i —1)! Gliedern a 2 , wieder bei den nächsten (?i —1)! Gliedern 
« 3 . . . . u. s. f. als Factor herauszuheben, die Factoren selbst sind 
dann der Reihe nach: 


b z c 2 (L . 

. . k, \ 

( b { Ci (h . 

•+) ( 

' b , c, <h . 

. ,k t 

^3 ( h • 

■ -hl 

\ b s c 3 d z . 


1 b -i c z (h ■ 

. . k 

£4 £4 (h * 

• • *4 > 

, b>+ <4 . 

• • / j -M 

, b k C* ch ■ 

. .h 

b n c H d n . 

• • L ) 

b„ c„ tl„ . 

• • *.) 1 

w b n c n d„ . , 

. . k. 


Um jetzt auf unsere Aufgabe zu kommen, schreiben wir unsere 
secbs Gleichungen, woraus die Determinante zu bilden, in folgender 
Ordnung: 





u n 

u f 

u 

B 10 " + B'w' + w (ET — A) 

0 

0 

1 

h+i-g 

H'-F 

B w'" + 2 w" B' + w'(B" + 
+ E' — A) + w(E" — A') 

0 

2 

22 + 

+ 22-G 

222 + 

+ 2" — 
—F — G f 

H" —F' 

Bw""+3w" , B , + w' f (3ß" + 
-rE '—-f w' (2?"'+2F"- 
— 2 A ) + w (F'" — A") 

2 

ff + 

3/'— G 

3 H' — 

— F + 

+ 32"' — 

— 2G' 

3 22" + 
+ 2'" — 

_ 2F — 

— G" 

H"—F' 

Iw” + w' (G -f 2-22) + 
+ w (G f - F) 

0 

0 

D 

D ' 

K' — C 

2 u/" +*«"((? +22' — //) + 
+ w' (2G' + 2"—F—2f') + 
+ w(G" —F') 

0 

D 

22)' 

D" + 

+ A"— C 

K" — C f 

7m; ,/,/ + iF"(G + 3/' — 22) + 
+ ?o"(3 G' + 3/"— F — 222') + 
+ to' (3G" + 2'" - 22" — 
— 22") 4 10 (G'" — F") 

22 

322' 

32)" + 

+ A" — C 

2)"' + 

+ 2F" — 
— 2C' 

K "'— C" 


und bezeich neu diese Ausdrücke der Reihe nach mit den Buch¬ 
staben 
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«i. b i9 c l9 d iy e i9 f 
(i z > b Z9 c Z9 d % 3 629 fz 
a z> b 3i r: 3 , d z , e 3 , f 3 

(l ^ 3 b' 4 3 C4, (hi) £4, ft 
(tof b b3 c b3 d b3 @ 0 ) f$ 
bß 9 Cq 9 (1q 3 €q 9 fß 


so haben wir in Folge der Gleichung (107) 


«1 bi Ci di e t f 
a z bo Co d 2 Co fo 
I (h b z c z di e z f z 

b k Ci di ei fi 
rt 5 bß Cß (Iß £5 fß 
ctß bß Cß dß ßß fß 


= Cli 


bo c 2 do e 2 f z 
b 3 Ci d z e 3 f 

bi Ci di Ci fi 

h c 5 dß e b f b 

bß Cß (h eß fß 



bi Ct cf e t f 
bi Ci (h e 3 f 5 

bi Ci di ei fi 
bß Cß dß Cß fß 
bß Cß dß eß fß 


>+ 


( bi Ci (h ei f 
\ bo Co do e z fo 
+«3 J bi Ci di e k fi 
I bß Cß (h Cß fß 
V bß Cß dß e Q fß 


— Ui 


bi Ci (h e t f \ 

bo Co do e 2 fo I 

b 3 Cß di e 3 fi 
bß Cß dß e 5 fß l 

bß Cß dß Cß fß j 


; bi Ci di Ci fi 

\ b z Co d z e z f z 
~f" (iß< bi Cß di e z f 
i bi Ci (h ei fi 
l bß Cß dß eß fß 


— eiß 


bi Ci cf ei f | 

b 2 c 2 do e z f 2 I 
bi Ci d 3 e 3 fi \ = 0 . 

bi Ci di Ci fi l 
bß Cß dß Cß fß ’ 


Nach derselben Gleichung (107) besteht aber jedes der sechs 
Glieder unserer jetzt aufgeschriebenen Gleichung aus fünf Theilen, 
von denen aber stets mehrere verschwinden, weil 


b t = 0 bo = 0 64 = 0 bß = 0 

ist. Wir haben nämlich: 


bo Co do Co fo 

bi c 3 di e» f 

bi Ci di ei fi 
bß Cß dß Cß fß 
bß Cß dß eß fß 


f Co do Co fo * ( Co do Co fo ) 

) Ci (h ei fi f ) Ci di e z f 3 ( 

j c 5 dß Cß fß / >6 1 Ci di ei fi | 

I c 6 (h Cß fß ) ! Cß dß e 5 f 5 J 


(108) 
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Spitzer. Über die Kriterien des (Grössten und 


bi c, di c, /; 
bz Cz dz c 3 fz 
h Ci d k Cu fi 
bg Cz dz Cz fz 
b e Cg dz Cz fz 

bi Ci di e, f\ 
b, Co d. Co f, 
bi Ci di Ci f g 
bg Cz dz Cz fz 
bz Cz dz c e fz 

bi Ci di c, f 
bz c z d 2 Co f, 
bz c s dz c s f 3 

bz Cz dz e 5 fz 

b e Cz dz c 6 fz 

bi c, di Ci f 
I b, c o d. Co f_ 
bz Cz d s e s fz 
bi Ci di Ci fi 

bz Cz dz c e fz 

bi Ci di e, f 
I b 2 Co d, Co f. 
bz Cz dz Cz fz 
bi Ci di Ci fi 
bz Cz dz e 5 fz 


= — bz 


C, dl C, fl 

Ci di Ci fi 
Ci dz Cz fz 
Cz dz Cz fz 



c, dl Ci fl 

c z dz c-z fz 

Ci di Ci fi 
Ci dz Cz fi 


= bz 



= b» 


~b s 


c, dl e, fl 

Co (/, Co f. 

Ci di Ci fi 
Cz dz Cz fi 

c, dl C] fl ' 

Co d 2 Co f, ( 
Cz dz cz fz 
Cz dz Cz fz 

Ci di e, f 
Cz d 3 Co f 
Ci di Ci fi 
Cz da Cz fz 

C\ di Cj fi . 

c-i d, Co f. 

Ci di Ci fi 

Cz dz Cz fz 


+ bz 


+ bz 


Ci di c, f\ ) 
Co d-, Co f. 

c-z d s c 3 fz 

Cz dz Cz fz 

{ Ci di c’i fi j 
Co d 2 c 2 fz 

c-z d s e s f, 

Ci di Ci fi 


Um kürzer zu schreiben, setzen wir: 


c, di c, f\ 

Ci dz Cz fz 
c 3 dz Cz fz 
Ci di Ci fi 

c, di c, fi 

Cz dz Cz fz 
Ci di C’ 4 fi 
c z dz Cg fz 


= iV„ 




c, di c, f 

Cz dz Cz fz 
Cz ds e 3 fz 
Cg di Cg fi 

Ci dl C, fl 
Cz dz Cz fz 
4 ’ ' Ci di c 5 fi 
Cg d e Cg fg 


= iYo 


= iV 5 , 


c, di et f 
c 3 dz c a fz 
Ci di Ci fi 
Cg d b Cg f 

Ci di e, f 

C 3 dg Cz fz 
Ci di Ci fi 
Cg di Ci fi 
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! c, dt <i\ f\ ) ( Co d. e 2 f 2 j ( Co d a e 2 /ö j 

c k du e 4 f\ [ _ ) c 3 r/ 3 e 3 /s ! _ v ) c 4 <4 c 4 A ( _ T 

c 5 <4 c 5 A ( 1 ? ’ i c 4 <4 c 4 /4 | — J s ’ j c 5 <4 c 5 A ( _ 9- 

c 6 <4 c 6 A ) ( c 5 <4 c ä A ) ( c« d s c 6 A ) 

Für die Gleichung (108) erhalten wir hierdurch folgende: 

fi i (— 4 A4 + A s ) — tr. (— 6 3 A 7 + A4) - 1 - a 3 b 6 A4 — 

—« 4 ( 6 3 A4 -f- Äs A4) -f- rt 5 (A A4 -(- b e A)) — b 3 A 3 = 0 . 

Setzt man nun für « 3 , <(~, « 4 , « 5 , « 6 und b~, b e ihre Werthe, 
nämlich 

«i = B io" -f- 7/ w + w (E — Ä) 

a, = Bio" + 2 w" 7/ + 1 o’ (ZT + E’ — A) + w (E" — Ä) 

« 3 = Bw""+3w’" B+w" (3B"+E‘—A)+w'(B"’+2E"—:2Ä)+ 

+ 2 c(F"' — +') 

« 4 = / w " + (4 + 7—77) + w (4' — F) 

« 5 = Iw"' + w" (4 + 2 7' — II) + »' (24 + I"—F —11) + 

+ w ( G" — F') 

« 6 = I + w "(4 + 3 7’ — 77) + io" (3 G' + 3/' - F — 2 H') + 

+ w' (3 G" + /"' — 2F' — ZT") + w (4"' — F") 

b 3 = 7 
k=D 

so hat man nach gehörigem Ordnen: 

w"" A4 (Z?Z) — /-) + w'" [ — 7? ( — IN, + D A r 6 ) + 3 B' D A4 + 

+ Z (7 A4 + D A4) —7A4 (4 + 37—77)] + w" [B (- 7A4, + 

+ D A4) — 27/ (— 7A4 + 7) A4) + 7>A4 (37/' + E - Ä) - 
— 1 (7A4 + 7)A4) + (7A4 + D A4) (4+ 2 7 — 77)— 

— 7A4 (34' + 37” — F — 2774)] + w' [7/ (-7A4 + 7) A4) — 

— Cß" + E —A) (—7A4 + D A4) + D A 4 (7/" + 24" - (i 0 9 ) 
— 2+ ) — ( 7 A4 + D A4) ( 4 + 7 1 — 77) + (7A4 + 

+ D A4) (24' + 7" — F— 77') — 7A4 (3 4" + 7'" — 2F' — 

- 77")] + w [(E' - A) (— IN» + D A4)— (E"-Ä) (— 7A4 + 

+ 7) A4 ) + D A4 (77" - A") - (7A4 + 7) A4) (4' — F) + 

+ (7A4 + D A4) (4" — F') — 7A4 (4"' - F")] = 0. 
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Spitzer. Über die Kriterien des Grössten und 


Entwickeln wir jetzt auch noch N l9 iVo,iY 3 , JS\ . . . iV 9 , bemerken 
aber vorher, dass c t = 0, und c w = 0 ist, so haben wir: 


Ni = - c z 


N z = 


N s — — c 2 


K = — c 2 


N 5 — — c 2 


iV ö — c% 


N = 




N* = 


Cf, 


Ci 


Öl Ci fi ’ 


( Öi Cl fl j 

e 3 fs | 

| + °2 < 

Ö 3 c 2 f„ | 

84 Ci fi . 


[ Ö 4 Ci fi ) 

Öl Ci f\ ' 


( öl Cl fl j ( öl Cl fl 

Ö 3 C Z f 3 | 

| + g 3 < 

! öo c, f, | — c 5 < So c, f 

Öi C 5 f 5 • 


( Ö 5 C z fi J ( 83 c 3 f 

öi et fi ' 


[ öl Cl ft ) 

Ö4 Ci fl ! 

> - Cf, < 

ö 2 Co f. 

Ö 5 Ci f b ; 


i Ö 4 Ci fi 1 

öl Ci fl | 


■ Öl «, ft ) 

Ö 4 e k fl 


0 2 e,f % 

ö, c e / 6 J 


. Ö 4 Ci fi ) 

öl Cl fl 


” öi i'i fi ) f S] Cl fi 

Ö 5 e 5 /5 j 


ö s e 3 f > — c 6 | öo c, fl 

ö. t’e /ii j 


. öj fe ) [ 05 c 3 fi 

Öl <?1 f j 


| Öl Ci fi ) 

Ö 4 <?i /i 

> — G 5 

ös e s f z | 

ö 5 e b f J 


. Ö 4 ^4 fi ) 

Öl Cl fl ' 


[ ö. e, ft ) 

Ö 4 t>4 / 4 

> — ^6 < 

04 Ci fi | 

Ö« ^6 /6 , 


1 Ö 5 Ci fi ) 

ö 3 c z f 3 ' 


' 03 C, fl | | So e, fi 

Ö 4 Cti f i / 

> — <? 3 

J S 4 Ci fl | — Ci < S s c z f 

Ö 5 e h fl ] 


.05 Cifi) ( 04 Cifi 

Ö4 ^4 fl ' 

) 1 


öä ''5 fi 

> + * < 

1 Ö 4 Ci fi / Ca | 84 Ci fi 

86 <6 /(! - 

) ( 

, Sn Ci f ) ( S 5 Ci fi 
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und wenn wir auch hier wieder Abkürzungen einführen, nämlich: 


f 3 , e, f\ j 

1 ( 

8, «, /; ) 

( 

3 3 e 3 A 

’=zv 

82 *A 

■=P„ 

( 3 3 e- /j , 

1 ( 

. 3 4 <> 4 f ) 

( 

t 3 1 Ci fi 

1 1 

' <4 e t fi ’ 

I ( 

83 A ! 

> =A, < 

<4 e 3 / 3 | 

!=p ä . 

( 3 ß e 0 ; 

1 1 

[ < 4 1'4 A . 

> ( 

( 3 j A ' 


[ 81 * /; i 

1 ( 

] 84 <?4 A ! 

1 =p„ < 

84 <?4 A j 

> =A, 

( 85 e 5 fs , 


, 3 0 Cg / 6 

1 ' 

( 83 ^2 fz ' 

) 

( ö 3 c 3 A ' 

J ( 

] 83 e 3 A 

=Pi0. ' 

, A t '4 A 

Up«. 

( 84 C4 A ' 

1 

l 85 Cs fs 

) ( 


8 , * A 
3, <? 3 A 
3g c 3 A 

8i *1 n 

83 ^3 A 
85 *A 


=/V 


L 


P«. 


(h c, fi \ 

ih c-,fs =j 

de Cg fe ) 



= P,.. 


f 3 S «3 A ) 

( 84 e 4 A ) 

| 84 e 4 A =Pi3, 

85 esfs ,=Pi4. 

( 8 3 e 5 A ) 

( 3g e 6 A ) 


ferner für c 3 , c 3 , c 5 , Cg ihre Werthe setzen, nämlich: 


c 3 = 1 

C 3 == // + 3 r — G 
c-, = D 
Ce — 3 D' 

so ist 

Ni = — / P 5 + (i/ +3 I' — G)P» 

N» = - /P 6 + (// + 3 /' — G) P 3 — fiP, 

iV 3 = — /P 7 — PP 3 
iV 4 = — /P 8 — 3 D' P, 

N s = — / P, + ÜPn — SD P s 

Ne =-(//+ 3 / — G) Pt — DPs 

N = P P 8 — 3 D ' P, 

i\s = /As — (// + 3 /' — G) P u - DP i0 

N = IPn + DP vi — 3D 'Pn 


( 110 ) 


90 Spitzer. Über die Kriterien des Grössten und 

und die Gleichung (109) wird folgende Gestalt annchmen : 

-w''"(JP ? +DP 3 ) (BD—P) + w'" [{3 DP.. + DI\ + P 7 (31 -f 
+ 11 — G) + IP S ](BD — I-) — 3 (DP, +IP 7 ) (BD — /-)'] + 
+ w" [D*IP t + P; {—D*( 3 B' + E' — 7) — 37)7 (G + 
+ 27 — II) + D (77 + 3 7' — G) (G + 2 V — 77) + 
+ DI (3 G' + 3/" — F — 2 II')} + IP, {37)7 —7) (77 + 
+ 3I' — G)\ -DPP, + DP 5 {2BD-I(G + 2I'-II)\ + 
+ DPP 6 + /> 7 }— GB'D'I + 2B'D (77 + 3/' — G)— 

— 77) (3 TT + E' — A)+P(3G‘ + 31" —F—2 H')\ + 
+ 1P S \2B' D — I(G +21' — 77)} + P jP 9 — BD* P i0 + 
+ BP it \3D’ I—D(II+31' — G)\ +IB(—DP i ,-\-DP i3 — 

— lP ii )]+ + [_D-P i (G+I'—II)+P i { — D~(B'"+2E"— 

— 2Ä) — 3ID' (2 G" + I" — F—IT) + 7>(77 + 3 1" — 
— G) (2G'-\-I" — F —77') -\-Dl (3G"+I "‘— 2F" — H")} + 
+ P 3 (G + F — II) {37)7— D (77+ 3 7 — G)} — DI (G + 
+l'—II)P k +DP b {D(B'+E—A)—l(2G'+l"—F—II)\+ 
+ DI (G + /' — II) Po + P 7 {— 3 D I (B" + E'—A) + 
+ D (77+ 31'— G)(B" -\- E" — A) — Dl (B"'+2E"—2A')+ 
+ P(3G" + r— 2F' — 1I")}+IP S {D(B" + E'—A) — 

— 1 ( 2 G" + 1 " — F — 77')} + 7- (G + F — II) Po — 
— B'D*P i0 +B'P tt {37)7—7)(77+37'—G)}+777 (—7)P 12 + 
+ Dl\o—IPn)] + v> [ IP(G' — F)P, +P. i {—D*(E'"—Ä') — 
—3 ID" (G" — F') + I)(II+3I' — G) (G" — F')-\- DI(G"'— 
— F")} + (G’—F)P 3 {3D'1—D(H + 3I’—G)\—DI(G'— 
— F)I\ +7)P S \D(E" —Ä) — 1(G" — F 1 )} -\-Dl(G" — F)P e + 
-\-P 7 {—3D'I(E'—A l )+D(II+3r—G)(E"—Ä)—DI(E'"— 
—Ä’) + P(G'"—F")} + IP S {D(E'—Ä) — I(G'"—F')} + 
+P(G' — F) P 0 — D*(E' — A)P i0 +(E'—A) P u { 37)7— 
—D(1I+3I —G)} + I(E'— 7)(—7)7++7)P 13 —7P l4 )] = 0. 

In dieser, wie man sieht, schon sehr complicirten Gleichung 
hat man noch für P 1( P, ... P 14 ihre Werthe einzuführen, diese sind: 

P t = I (2 77' -f 1 " — F— G ) (II'" — F") 

— 1(3 H" + V" — 2 F’ — G") (II" — F') 

— (II +21' —G) (II + 1" — G) (II'" — F") 

+ (77+ 2 7' — G) (3II" + 1 "' — 2F' — G") (II' — F) 
+ (3 II' — F + 3 1" — 2 G') (II + I' — G) (II" — F') 

— (3 77' — F + 3 1"— 2 G') (2II' + 1" — F — G') (II — F) 
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P, = /(2 II' + /" — F — G) (IC — C) 

— ID' (II" — F') 

— (II+21' — G) (II + f — G) (IC — C ) 

+ D ' (II + 2F — G) (II' — F) 

+ 1) (II +1' — G) (II" - F) 

— D (2II' + I" — F — G) (II' — F) 

P 3 = 1(2 II' + I" —F — G') (IC — C') 

— I (D" + K' — C) (II" — F) 

— (II +21' — G) (H + l — G) (IC' — C') 

+ D ' (II + 21' — G ) (II' — F) 

+ 2 D (II + I' — G) (II" — F') 

— 2D’ (21T + 1" — F— G ) (H' — F) 

1\ = 1(2 II' +1" —F— G') (IC" — C") 

— I(D " + 2 IC — 2 C') (II ' — F ) 

— (II +21' — G) (II + I' — G) (K'" — C") 

+ (II + 21' — G) (D "' + 2 IC — 2 C') (II' — F) 

+ (3 D" + IC — C) (II + I' — G) (II" — F') 

— (3 D" + IC — C) (211 + I" — F—G) (H' — F) 

P ä = I (3 II" + /"' — 2 F’ — G") (IC — C) 

— ID' (II ' — F ") 

— (3 II' — F+ 3/" — 2 G') (II + I' — G) (IC — C) 

-f D' (SIP — F+ 3/" — 2 G) (//' — F) 

+ D(H+ I' — G) (II" — F") 

— D (3 H" + /"' — 2 F' — G") (IF — F) 

p 3 = i (sir + r — 2 f' — g") (ic — c') 

— I(D" + IC — C) (H " — F") 

— (Sir — F+ SI" — 2G') (II + I' — G) (IC — C') 
+ (Sir —F+ SI" — 2G') (D" + IC — C) (ir — F) 
+ 2D' (H+r — G) (H'" — F") 

— 2 D' (S1I" + I'" — 2F' — G ") (H' — F) 

P-, = 11)' (IC —C) 

— I(D" + IC — C) (IC — C) 

— D(H+I' — G) (K" — C') 

+ D (D" + IC — C) (II' — F) 

+ 2D' (H+ I' — G) (TT — C) 

— 2D n (H' — F) 


02 Spitzer. Über die Kriterien des Grüssten und 

P a = I B' (IC" — C") 

— I (B'" + 2 K" — 2C') (K' — C) 

— B(1I+1' — G) {IC" — C") 

+ I) (I)"' -f- 2K" ■— 2C') (IF — F) 

+ (3 D" + IC — C) (II+ I’ — G) (IC - C) 

— D' (W" + K' — C) (II' — F) 

/>„ = /(/)" + K' — C ) (K'" — C") 

— 1(1)"' + 2K" — 2 C') (IC — C') 

— 2D' < 7 / + F — G) (IC" — C") 

+ 21)' (1)"' -f 2 IC — 2C') (//' — F) 

+ (31)" + IC — C ) (H + /' — G) (IC — C') 

— (3 D " + IC — C) (B" -f IC — C) (II' — F) 

l\o = (//+ 2/' — G) (3//" + /"' — 2 F' — G") (K' — C) 

— B' (11+ 21—G) (H " — F") 

— (3 II' — F+ 31" — 2G')(2IF -f 1" —F—G') (K'—C) 
+ B' (3 II' — F+ 31" — 2G') (II" — F) 

+ B (2II' + I" — F—G') (II'" — F") 

— B (3II" + /"' — 2 F — G") (II" — F ) 

I \, = B' (11+ 21' — G) (IC — C) 

— (II + 21' — G) (B" -f IC — C) (IC — C) 

— B (2 //' + 1" — F — G') (K" — C') 

+ B (B" + IC — C) (II" — F') 

+ 2 B (2 II’ + I" — F— G ) (/r — C) 

— 2B n (II" — F ) 

1+ = I)' (II -f 21' — G) (IC" — C") 

— (II + 2/' — G) (B'" + 2 K" — 2C') (IC — C) 

— B (2IV + I" — F— G') ( K'" — C") 

+ B ( B"' + 2 IC — 2 C) (IF — F') 

+ (3 B" -f IC — C) (2II' + I" — F— G') (K' — C) 

— B'(3B" + IC — C) (II" — F') 

p iS = J)' (3 11' — F + 31" — 2G') (K" — C') 

— (37/' — F + 31" — 2G') (B" + K' — C) (F — C) 

— B (3//'' + I'" — 2F' — G") (K" — C) 

+ B (B" + K' — C) (II'" — F") 

+ 21)' (3 11" + /"' — 2 F' — G") (K 1 — C) 

— 21)'° (IF" - F") 
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P 14 = D (D" + K’ — C) (IV" — C ") 

— D (D + 2IV — 2 C) (IV — C") 

— 2P' 2 (JT" — C") 

+ 2D' (D m + 2K" — 2C') (IV - C) 

+ D' (W" + IC — C) (K" — C f ) 

— (3 D" + IC — C) 0 D" + K' — C) (IC — C). 

Eine ausführliche Discussion der Gleichung (110) gehört zu 
den praktischen Unmöglichkeiten; wir müssen daher auf eine solche 
verzichten. 

Anmerkung. Zur selben Eliminations-Gleichung kamen wir auch, wenn 
wir zuerst aus der zweiten und vierten der Gleichungen (106) u"" 
eliminiren würden, und dann aus der so gefundenen Eliminations- 
Gleichung, ferner den übrigen zwei Gleichungen (106) und den zwei 
Gleichungen (94) die Elimination von u, u', w", u ,n bewerkstelligen 
würden. 


§• 23. 

Wir haben im §. 21 die Kriterien aufgefunden, welche noth- 
wendig sind, damit 


U 


-f 


Vdx 


ein Maximum oder Minimum werde. Es wurde daselbst die Behaup¬ 
tung ausgesprochen, dass 

8 3 F . 8 3 F 

-und —— 

0J/' 3 0* /a 

für alle Werthe zwischen X\ und x z (diese Grenzwerthe seihst 
mit eingesehlossen *) stets ein und dasselbe Zeichen beibehalten 
müssen, und dass unter denselben Umständen der Ausdruck: 

8 3 F 8 3 F ( 

V 8 i/' 8 *' J 

positiv sei. 

Wir wollen nun übergehen zur Discussion der Ausnahmsfalle, 
und zuerst den Fall besprechen, wo 

1 ) = 0 

oder, was dasselbe bedeutet 

V = cp (x, y, y', z) + z'$ (x, y, y', z) 


*) Wir haben diese Bemerkung, als von selbst verständlich, sonst überall weg¬ 
gelassen. 



i>4 


Spitzer. Über ilie Kriterien des Grössten und 


ist (der Fall, wo B = 0 ist, lässt sich natürlich eben so behandeln). 
Man kann alsdann die Glieder der zweiten Ordnung so schreiben: 

ar 3 

f B (w -f \ w + A 3 d + A 3 w) 2 d' v —J ß ( u + ! x i w + / J *2 ll ) 2 d & 

x x 

unter X t , /L, A 3 , /Jij, /jl 3 die im §.21 angegebenen Werthe verstanden, 
und sieht hieraus, dass man in diesem Falle im Allgemeinen weder 
auf ein Maximum noch auf ein Minimum schliessen kann. 

Die Gleichung (110) wird hier viel einfacher, man braucht um sie 
zu bilden blos u, u, u" aus folgenden vier Gleichungen zu eliminiren : 

Bw" + Iu" + Bw' + u' (11 + r — G) + w (E - Ä) + 

+ u (IT — F) = 0 , 

Iw" + w' (G + 1 — //) + u (IC — C) + w (G' — F) = 0 
Iw" + w" (G + 2 r — II) + u (IC — C) + w (2 G' + r — 
— F — II ) + II (IC — C') + w (G" — F) = 0 
Iw"" + w'" (G + 3/'—//) + u" (K' — C) + w" (3 G + 3 1" — 
— F — 211) + u' (2/t 7 ' — 2 C') + w' (oG" + I m — 2F — 
— II") + u (IC — C) + w (G" — F") = 0. 

Ordnen wir dieselben genau so, wie wir es vorher gethan haben, 
so hat man: 



U" 

u' 

u 

B w" + B' w’ + tv (£' — A) 

1 

//+/'-<? 

W— F 

Iw" + w'(G + I' — H) + w(G' — F) 

0 

0 

K'—C 

I tv"' + IV" (G + 2 H) + 1 & (2 G' + 

+ I" — F — IV) + w (&' — F') 

0 

K'—C 

K" — C' 

1 w"" + w'" ( G 4 3 1 — H) + w" (3C' + 
+ 3 I" — F — 2 //') 4 w' (3 G" 4 
2 F — 11" ) + w( G"'—F") 

K'—C 

2 K" — 2 C 

K "— C" 


und die Determinante dieser Ausdrücke gleich Null gesetzt, gibt 
die Eliminations-Gleichung, die, wenn nicht 1=0 oder IC — C = 0 
ist, von der vierten Ordnung ist. (Die Fälle, wo D = 0 und 1=0 
oder D = 0 und IC — C = 0 ist, werden wir später zur Sprache 
bringen.) 
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§.24. 

Betrachten wir nun jenen speciellen Fall, wo 


BD — D = 0 


ist. Man wäre hier vielleicht geneigt zu glauben, dass, weil allgemein 
die Glieder der zweiten Ordnung auf die Form: 

x z x.> 

| V W 2 -f- 2 t*! W U 1*2 u 2 j ■j^B (iV li 20 “f~ ^2 U + ^3 ?0 2 dx -j- 


Xi Xi 



gebracht werden konnten, in unserm speciellen Falle, wo BD — 1~ = 0 
ist, die Glieder der zweiten Ordnung sich so transformiren lassen: 


vw 2 + 2i\ ton + 2*2 u 2 > -f / B ( iv + \ io -f- + )\ 3 w) 3 


Xi x { 


Aber bei näherem Betracht sieht man, dass dies nicht so ist. 
Denn, gesetzt den Fall, wir hätten angenommen, dass sich die Glieder 
der zweiten Ordnung so transformiren Hessen, so hätte man zur 
Bestimmung von v, r l9 r 8 , l i9 1 Z9 X 3 folgende Gleichungen: 


A = v' + BlF~ 

C = v z ' + Bll 
D = Bll 
E = v + Bli 
F = r/ + Bl x lz 
G = v t + Bli li 
11 = p, 

I = B1 2 

K = r 3 + Bl z 1 3 . 


Aus der vorletzten von ihnen folgt: 



und dies in die dritte Gleichung gesetzt, gilt BD —/ 2 = 0; es 
bleiben dann noch sieben Gleichungen zur Bestimmung von den fünf 
Unbekannten v, v u v 2 9 li,l 39 was nur in speciellen Fällen, nicht aber 
allgemein geht. 

Werfen wir jetzt einen Blick auf die Gleichung (110). Ihre 
zwei ersten Glieder werden für BD —/ 2 =0 verschwinden, somit 
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wird die Gleichung (HO) nicht mehr von der vierten Ordnung sein, 
sondern höchstens von der zweiten (ich sage höchstens, weil ja auch 
das dritte Glied dieser Gleichung für BD — / 2 = 0 verschwinden 
könnte; wenn auch nicht allgemein, so doch in speeiellen Fällen; 
wir wollen jedoch dieses hier nicht voraussetzen, sondern erst später 
zur Sprache bringen), dies hat zur Folge, dass die Integrale der 
Gleichungen (93) nur aus zwei Theilen bestehen, es ist nämlich 
alsdann: 


( 111 ) 


r 8 -V i r %!> 

w = Ci -- b C z — 

S«, da 3 


c t 


da* 


+ & — 
6 a 0 


und die Folge hiervon ist wieder, dass die Integrale der beiden 
Differential-Gleichungen (92) hlos mit zwei Constanten versehen 
sind, wir nehmen an, dieselben seien: 

(M2) = 

* = 'P «i, «0- 


Und nun setzen wir die Glieder zweiter Ordnung in folgender 
Form voraus: 


J (Axv 2 -\- Bxv' 2 + Cxt 2 - j- Du z -\- 2Exvxv f + 2 Fwu + 2 Gwu + 

«s X\ 

(113) -\-2Hxv u -f- 2 Ixv xi + u xi ) dx — jt? xv 2 + 2 v x wu -f x\ xi 2 ^ "+ 

j B(xv' + li xv -f- ^2 u’ + X 3 xi) 2 dx -f- / P(io + fixi) 2 dx; 

t/ x j 

damit nun diese Gleichung identisch stattfinde, muss sein: 


A = «' + B XJ + P 
C = v» + Bl | + Pp * 

B = Bl\ 

E = v + Bl, 

F = v t ' + B li l s + P\t 
G = r, + B \ 1 , 

11= i-i +B1 3 
I = Bl» 

K = v., + Bl» l s 

daraus folgt: 
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diesen Werth in die dritte Gleichung eingeftihrt, gibt BD — /* = (>, 
und in die anderen Gleichungen gesetzt, führt zu nachstehenden 
Folgerungen: 

a = c' + im + p 

C = v 2 ' Bl 3 4~ P\ x " 

E = v + Bl t 

E = Vi -f- Bli Ä 3 4~ P(J. (114) 

(r = -f- / 4 

//= ^ + £X 3 
ä = r 3 -f“ / ^ • 

ln diesen sieben Gleichungen erscheinen sieben Unbekannte, 
die man so bestimmen könnte: 


Aus der 3. von ihnen folgt: l t = 


E—i< 


« n ° • » 

5? 


“ = ,r ~l 

» ?J O* 5? 


?» 

H—G 

n 

7 

w » 1 • r 


j? 



(E—c) 

I 


1* 

R i 


Aus der zweiten und vierten Gleichung ergeben sich P und y., 
und setzt man die gefundenen Werthe von P und X, in die erste 
Gleichung, so erhält man eine Differential-Gleichung ersten Grades 
in v , durch deren Integration in den Resultaten unserer Rechnung, 
eine Constante auftritt. 

Wir werden uns aber die Werthe von l i9 X 3 , /jl,,/ju durch andere 
ganz einfache Betrachtungen verschaffen. 

Die Gleichung 


■ v+ ■■ £F+/f- Kr-(f)] + • 



9 XV 

L y 



X 1 X 1 


X-, x 2 

v w z -\- 2 Vi w u -\- Vo u z | + J*ß ( w> 4 “ w + ^2 u 4 - ^3 u) z chv 4 - 


( 113 ) 


x t x x 
x% 


+f p (ßv 4 ~ ll ) 2 d x 


Sitzb. d. mathem.-naturw. CI. XIV. Bd. I. Hft 


7 
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Spitzer. Über die Kriterien des Grössten und 


(116) 


soll eine identische sein. Das im ersten Theile derselben vorkommende 
Integral verschwindet, wenn man statt u und v die Ausdrücke in 
(111) substituirt, also muss durch dieselbe Substitution auch das 
Integral im zweiten Theile ohiger Gleichung verschwinden, d. h. mit 
anderen Worten, die in (111) stehenden Ausdrücke sind Integrale 
der zwei linearen Differential-Gleichungen 

W “|“ W “J - H —J- A3 U = 0, 
w -j- /j. u — 0. 


Setzt man nun : 


so hat man: 


a — Ci 

ß = Ci 


— + c — 

0«j 2 0« 3 

8 a, 1 8a 3 


Ct! & -{- 1 3 ß' " 1 “ 1 3 ß = 0 
<x -j- [x ß — 0. 


Verbindet man mit diesen Gleichungen noch die, durch Suhtraction 
der fünften und sechsten Gleichungen (114) hervorgehende, nämlich: 


g — h — n, —m 3 . 


so kann man die Werthe für 1,, 1 3 und p. leicht finden, 
ergibt sich aus ihnen: 


X, 

I 3 


ß (H— Cr) + IS o! + Iß’ 

B~a + Tß 

a (//— G) — la' - D ß' 

Ra + Iß 


Wirklich 


und nun behaupte ich, dass dies die richtigen Werthe für /t,, 1 3 und 
p. sind, d. h. dass es diejenigen Werthe sind, die sich ergeben als 
Auflösung der Gleichungen (114). 

Denn, sind dies die richtigen Werthe für Ä lf X 3 und p, so folgt 
aus den Gleichungen (114) für v, v„ r», P folgendes: 


v — E — B 1, 

v, = G — IX, oder auch », = 7/ — II 1~ 

i\ = K— n 3 

/> = —(F— — Bl, 1 3 ) 

I 1 
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und alle diese Werthe müssen den zwei Gleichungen: 

A = v' + B Xi + P 
C = ü' 8 + B 11 + Py* 

identisch genügen. 

Wir werden nun, um diese Identität nachzuweisen, statt v und 
Vo ihre Werthe einführen, und haben: 

A = E' — B' X, — B X', + ß X? + -f (F — v\—B X, X 3 ) 

C = 1\ — V \ — l X' s + B Xjj + V ( F — v\ — B X, X 3 ), 
oder, wenn wir auch statt seinen Werth setzen: 

A = E' —B' \ — B X', + B X? + -CF— G' — X, + 

ß 

+ 1 X,' — Bl t X 3 ) 

c = A" — /' X 3 — / X' 3 + B Xf + n (F — ff + B' X 3 + 

-(- i? X 3 * — B X, X 3 ). 

Diese Gleichungen lassen sich nun so ordnen: 

- X,' (B « + Iß) ~ X, (5' « + /' ß) + B X, (X, « + X s ß) + 

-f « (£' — -f ß (G 1 — F) = 0 

— V (ß * + /ß) — X 3 (B 1 a + l'P)+B X 3 (X, « + X 3 ß) + 

+ « (//' —F) + ß (K' — C) = 0. 

Es ist aber: 

_ /?(«'- G') + /3" (// + i' — G) +/?''/ + /}' a' + B a" 

1 _ Ba + / ~ß 

ßa' + J/9' + B' a + /' ß 
~ 1 B a + / ß 

, , _ a(G'— H’) + a'(G+l' — H) + a" 1 + D’ß' + D ß 
3 _ Ba + Iß 

. B a' + Iß' + B'a +1'ß 

- Ao -- 

Ba + Iß 

Xj c< X 3 ß = — et — X 3 ß* : 

folglich, wenn wir diese Werthe einführen und gehörig reduciren: 

« (£’— A) + B' oC + /!«" + ß (IF-F) -f ß' (// -j- /' — G) + 

-f ß" / = 0 

« (G'—F) + «' (G -f 1 — II) + a" / + ß (JF — G) -f 7>'ß' + 

+ D ß" = 0 


( 117 ) 
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Spitzer. Über die Kriterien des Grössten und 


und das sind wirklich identische Gleichungen, weil w = sc und u = ß 
den Gleichungen (04) genügen. Ich bemerke noch, dass man P auf 
folgende Form bringen kann: 

F {nii'-n + Hc-n + 

+ * 3 f B(G + /' - II) — IV /]j. 

ln dem Falle also, wo B D — / 2 = 0 ist, erscheinen, wie wir 
gesehen haben, y und £ hlos mit zwei Constanten versehen. Die 
Folge hiervon ist, dass die drei Coordinatcn x, y, z der Grenzpunkte 
der gesuchten Curve, nicht mehr, so wie in den früheren Fällen 
willkürlich sind , sondern nur zwei derselben, etwa x und y y oder 
x und z; die dritte Coordinate ist der Bedingung unterworfen, den 
für y und z gefundenen Gleichungen zu genügen. Da nun hierdurch 
für die Grcnzwerthe ?r=0 und u =0 ist, so hat man für die Glieder 
der zweiten Ordnung folgenden Ausdruck: 



f x i w -j- Xwf 


-(- X 3 u ) 2 dx + JP(ir -|- juw) 2 dx, 

x' 


in welchem die Grössen P 9 [x mit einer willkürlichen Constanten 

~ = m behaftet sind. 

Die Kriterien für ein Maximum oder Minimum sind hier folgende: 

Die zweiten Differential-Quotienten von V dürfen innerhalb der 
Integrations-Grenzen nicht durch unendlich gehen 1 ), ferner muss die 
Constante m so gewählt werden können, dass weder a noch ß noch 
Bcc Iß für, zwischen x x und x.> liegende Werthe von x gleich 
Null werde, denn alle drei erscheinen im Nenner der gesuchten 
Grössen, endlich muss noch P mit B , für das gehörig gewähltem 
einerlei Zeichen haben, und zwar ebenfalls für alle Werthe von x , 
von x — x { bis x = x 2 . 

Bevor wir diesen Paragraph enden, wollen wir noch die Form 
von V in Betracht ziehen. Aus der partiellen Differential-Gleichung 



*) Diese in allen Fällen nolhwendige Bedingung’, wollen wir, als von selbst ver¬ 
ständlich, künftig unerwähnt lassen. 
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folgt: 

r=* + . v > («) + *'*(*) 

unter <p und $ willkürlichen Functionen verstanden, und für a eine 
Grösse, die aus der Gleichung 


i + y' ?' («) + 'V («) = o 

zu ziehen ist. Man sieht auch leicht ein, dass man derselben partiellen 
Differential-Gleichung genügt, für: 

r = « + y' f («) + *' <P («) + f O» ih *) + y fl (X, y, z) + 

+ *7 = (x,y,z) 

unter a den früheren Werth und unter f lf fi,fl willkürliche Functions- 
formen verstanden. Denn man hat: 


7 = 7 + ? («) + y’ f («) $ + ■V («) g + A (*. * *) 

und wenn man die Gleichung (118) zu Hülfe ruft 
81 


— = y (sc) -f f t (x, y, z). 


eben so ist auch 


8 V 

8 ^ 

Ferner hat man 


7 = t («0 + f (•*■> i j> *)• 


a-r 


V* 


= y' (sc) 


8 « 


also ist wirklich 


8 2 r 

8 j?/ H’ 


' / 7 8a r ' r 8a 

= ? («) ^ = * 7> e 7 

8 3 r 8a 

87 = £7 • 


8 2 K 

V 2 


8*F /S 2 1\ 2 

8V 2 ~ V8*,'8*'J = 


§. 28. 

Wir haben bisher jene speciellen Fälle behandelt, wo eine der 
drei Grössen 


(118) 


//. /). BD — J * 
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gleich Null war; gehen wir jetzt über zur Betrachtung der Fälle, wo 
zwei der genannten drei Grössen gleich Null sind. Sei also 

B = Q, D = 0. 

In diesem Falle ist V linear bezüglich y und auch bezüglich z', 
also von der Form 

r= y, (x, y, z) + y cp ä (x, y, z) -f «' <p 3 (x, ?/, z) + 

+ y z tp 4 0% y, z). 

Die Gleichung (HO), durch deren Kenntniss wir im Allgemeinen 
genauen Aufschluss über die Anzahl der in y und z eintretenden 
Constanten erhalten, wird gebildet durch die Elimination von u aus 
den vier in § 23 aufgestellten Gleichungen (man hat nur in der 
ersten derselben B — 0 zu setzen) , und diese ist von der vierten 
Ordnung, falls nicht noch 1= 0 oder K ' — C = 0 wäre, Fälle die 
wir jetzt ausser Acht lassen wollen, da wir sie ohnedies später zur 
Sprache bringen werden. 

Da die Gleichung (110) von der vierten Ordnung ist, so erscheinen 
auch in y und z vier Constante, wir nehmen an, wir hätten gefunden : 

J) = f (*b% (tu (h* (h> a ’*)' 

z ^ ¥ (./*, r/,, a 3 , ^)- 

Die unter dem Integralzeichen stehenden Glieder der zweiten 
Ordnung setzen wir hier in folgender Form voraus: 

A C 2 E w w -f 2 F w u +2 G w u + 2 IIw u + 2 Iw ii + 
-f- 2 Ku u = (t> w 2 + 2 v t w u + v z n 2 )' -f- P (//>' -f- A, w -(- A 2 u + 

+ \ ?0 3 + Q ( w + / J -i w + u ' + fr H ) 3: 

daraus folgt : 

A = v —P Aj -|- Q /J-i 
C = iV + P A3 -1- Qfr 
E = v + P A t + Q fr 
F = i\' -j- P A t A 3 -j- Q\x i fr 
(r = -\~ P Al A 2 -f“ Q frz 

II = + PA, + Q fr 

I = p A 2 + Q fr 
K = v 2 + P A 2 As + Q fr fr 

P + Q = 0 
p Ai + Q i 4 = o. 
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Aus den zwei letzten Gleichungen hat man: 

Q-—P 

p (ll — /4) = o. 

P kann offenbar nicht Null sein, denn sonst wäre auf Q — 0 und 
die unter dem Integralzeichen stehenden Glieder zweiter Ordnung 
= (v w 2 + 2i\ w u -f- v 2 u*y was nur in sehr speciellen Fällen 
ist; da wir also P nicht gleich Null annehmen, so muss 11 — pl = 0 
sein, das heisst entweder, juu = -f- 1 2 oder fi z = — 1 2 das 
Erste, nämlich (x 2 — -j- ist auch nicht annehmbar, weil sonst 
/ = 1 2 (P (>) = 0 wäre, was wir ja auch nicht voraussetzen, 
also muss 

Pa — — *2 

sein; dadurch ist 

/ = 24 P. 

Werden diese Werthe in die oben aufgestellten zehn Gleichungen 
eingeführt, nämlich 

Q = — p * =* — x, x> 

so erhält man : 


A = 

<’ + 

P 

Gl P-l) 

C — 

v\ -f- 

P 

Gä - 14) 

E = 

f + 

P 

Gi — pi) 

F — 

»•.' + 

P 

(h ^3 — Pt 

G - 

y i + 

I 

Y 

Gi + / j *i) 

H — 

l 't + 

p 

Gs ~ Pa) 

K — 

+ 

i 

Y 

Gs + pa)- 


In diesen sieben Gleichungen kommen acht Unbekannte vor, wir 
können daher irgend eine derselben willkürlich wählen, nehmen wir 
eine der vier Grössen l if 1 3 , fx l9 /joj gleich Null an, etwa 

f*s = 0 
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so erhalten wir: 


A = v' + P (X? - iA f) 

C = r 8 ' + P X 3 

^ ^ + P (Xi — fJ-j) 

(110) F = r/ + P X* X 3 

C — l ’i + y Gi + /^i) 

A" = i\ + — • 

Aus der 3 ten , 5 ten , 6 ten und T ten Gleichung ergibt sich: 

i'i = G — — (X, + ^ 1 ) 

P=f [H-G + ^-O* +JX,)] 

(120) >3 

». = K--X ,, 

v = ß + ^-4—- [# — G + yGi + f^O] 

und werden diese Werthe in die l te , 2 fe und 4 te Gleichung gesetzt, 
so erhält man drei Differential-Gleichungen der ersten Ordnung, aus 
denen man X,, pq und X 3 bestimmen soll. 

Setzen wir nun für cq ß i9 cc 2 ß 3 Ausdruck voraus, ganz von 
derselben Form wie die im §. 21 vorausgesetzten, so sind diese 
Ausdrücke Functionen von .v, welche respective statt w und u in den 
Gleichungen : 

I u" + ii (//+/' — G) + w (JS —Ä) + u ( // — F) = 0 
C 21 ) 1 W " 4- W (G + /' — //) + u (/r — C) + w (C — F) = 0 

gesetzt, dieselben in identische verwandeln, sucht man dann aus den 
vier Gleichungen 


cci -f- X t «i -f- Xo ßß -f- X 3 ßi = 0 $q -f ftj äj - 1- ij.., ßi — 0 

«2 + X, a 2 + X 2 ß 2 + X 3 ß 2 = 0 « s # + !M a 2 + iV s ( > 


Xj, X 3 , fji, und /ju, so behaupte ich, dass die so gefundenen Werthe 
die richtigen sind. Wir haben aus ihnen 



Kleinsten hei den Problemen der Variationsrechnung-. 


105 


X, 

X 3 

fr 

fr; 


+ X 3 


fr'ßj — fr'ßs , ^ 

«1 ßz~ «2 t 3 ! 2 

a 2 a /- a l a S / 

“l 02 — «2 ßl 

«/ IV — «l' jV 

«i ßa' — “a ßt 
a 3 a/ — a 2 ' 

- «2 IV 


? O / Ä / « 

^1^2 Pl H3 
a l fts“" «2 ßl 

a l ^2 — *zßi 


und wenn wir die in §. 21 eingeführten Bezeichnungen ferner beibe¬ 
halten, und zugleich nicht ausser Acht lassen, dass X 2 = — [x 2 ist, 
so hat man: 


ferner ist: 


X 3 — 
fr = 
fr = 


— + 
il/i ^ 

— 2 — 

A/i 

il/ 6 

M 5 
3*4. 
3/, * 


3/ 4 34 

3A 3/3 


x, 

Xi 


+ fh = 
— fh = 


3 / 4 3 / 5 — 3 / 2 3 / 3 — 3 /, 3 / 6 
3 /, 3 /, 

3/4 3 / 5 — 3 /o 3/3 + 3 /, 3 / 6 
3/^377 ” 


iU i 

2 34_34 

3A 34 ’ 


folglich hat man, diese Werthe in die Gleichungen (120) einführend : 


P = ” Uh CG -//)+/ -T/a] 

v 2 — K I Jjr 

3/i 

' -*-Ä CJf,(c -" ) + 7 ‘ v,] 

und nun sollen, wenn die aufgestellten Werthe von X 4 , X 3 , /j.j 
die richtigen sind, folgende Gleichungen identische sein: 


■A = v' + P (Xj — [X\) 
c = v.' + pxi 
P *= v \ h P X, X 3 . 


fr 
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( 122 ) 


Führen wir statt P, h , X 3 , fj. t ihre Werthe ein, so haben wir: 


a -'' t* <° - ">+' 

c - + i~, [ v, («-//) + / Ä] 


^ + [JA (G — //) + 1 JA] 

Nun ist aber : 


il/o itf 3 — it/ 4 il/ 5 

it/f 31, 


i>' = E — 


,1/, 


ü/i it/ 3 


[(JA + JA) (G - //) + J/, G' - //) + 


+ / JA + / Oh + JA)] + 

it/j il/-il/ H -f ,1/j 7)/ 5 il/ 8 + ii/o i)/ 3 it/ 5 -f Ml 3I b — il/j il/ 3 il/ l0 




il/; il/J 

— //) + / JA] 

3h 3h — J/f + J/ 4 3J S 
M] 


^ , , 31, , il/j 3I 9 31» J/ 4 — 31, 3h 

* =R +I W, + J - 7»^ - 


Folglich 


3h 


A Ä E — lAr [fJ4 +JA) (G—J/) +JA (G-// ) + / JA + 

iiij ii/o 

I //i 7 | /j 7 vi | + JA JA JA + JA 31 5 ~3h il / 3 it / 10 f ir rn 

i 1 (JA -r 3h) | 4 mT/Ip L. 1 

-//) + / JA] 

(m) r_r + r » + ,"•"• + "•"«-*•"• + 8 £ (c _,o 

1 /»/- n /!/* ^ 3h ; 


il/i 

F __ r , « J J a | r M \ 3h + 31, 31, 31, - JA 
' "* 31, ~ t ~ 3I{ 31, 


3I k 31 b 


3h 3h _ 3 1 k 3h 
3I X 3h 


(G — // ). 


Wir wollen nun diese Gleichungen dadurch vereinfachen, dass 
wir statt — ^1 - \ - E', — C 4~ A", — F 4~ G' ihre, ihnen identisch 
gleichen, in (102) angegebenen Werthe setzen, in denen man aber 
B und D gleich Null zu setzen hat. Diese sind daher: 


— A 4 - E = 

— G + JT = 

— F 4- G' = 


7|o +(//+/ _ r?) | 


i*/, 


3A 


's, 

'S 
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Die Gleichungen (123) werden dadurch: 


37, 37, 


+ ^ - + 


DI,' M,- 


34 

37/ 


r, [M (G — //)+/ (34 — 34)] = 0 


M * M -' [34 (G — //) + / (34 — 34)] 


0. 


37; 37 s 

Die erste dieser Gleichungen lässt sich auch so schreiben: 
37, 


37, 37 3 


[34 (0 -//) + / (34 - 34)]' + 


+ [jB , (G _ /7) + 7 ( J4_J4)] = o 

und nun sieht man, dass allen dreien genügt wird, wenn 

M , (G — //) + / (il/ 3 — (1/g) = 0 (124) 

ist. Diflerenzirt man dieselbe, so hat man: 


(34 + 34) (G - II) + 34 (G 1 - //') + V (34 - 34) + (m) 

-f I (34 - 34) = 0. V 

Diese Gleichung ist aber eine identische, denn sie ist eine 
unmittelbare Folge der zwei identischen Gleichungen: 


/ J J 7 + (G + r — H) J/ 3 + (ff — F) M x = 0 
l 3h + (// + T — G ) J/o + (//' — F) J/ t = 0. 


Da nun die Gleichung (12S) identisch stattfindet, so muss das 
Integral derselben einer Constanten gleieli sein, in unserm Falle ist 
die Constante gleich Null. Und nun lässt sich die Analyse genau 
so führen, wie wir sie im §. 2i geführt haben. Wir haben demnach: 


r 

j (.A io z + Cu z + 2 E w w r -f- 2 F w n + 2 G w n + 2 H w u -f- 
x \ *2 
+ 2 Iw u -f- 2 A r w «') dx = | vw z - f- 2 v x wu -f- v z u z | + (12(>) 

a> a?2 

+ J' .P (vü -f- 4 W -f 4 K-f/.j it) 2 llx —( P(tt/-J-jti, 

ar, 


-^2 ^O 2 ^ 







108 


Spitzer. Über die Kriterien des Grössten und 


wo, unter Berücksichtigung der Gleichung (124) v, v u ?■,, P, l u X», X 3 
und [x t folgende Bedeutungen haben: 


v = E — I — 

r, = G + / — 

3/, 

„ / JA 

/>= -— 

2 JA 


— 


JA 

ur 


+ 


JL = 


An = 


_J4 

JA 


J/ 4 J/ 5 

J/ t J7 3 


J/ 4 

ITT 


^1= — 


^6 

J7o 


J/i, 3L , J/ 3 , J/ 4 , 3/ 5 , A/ ö haben die im §. 21 angegebenen 
Werthe, in denen die sechs Constanten Cj, C 3 , C 3 , C 4 , (7 5 , Ci Auf¬ 
treten, zwischen denen folgende zwei Relationen stattfinden: 


c,c 6 — c z c, + c z (\ = o 

M, (G — //)+/ (J/> — 3h) = 0. 

Da ferner hlos die Quotienten 

ii A A A A 

Ci ’ c t ’ r t * Ci ' Ci 

erscheinen, so kann man sagen, dass in den Resultaten unserer Rech¬ 
nung drei willkürliche Constante eintreten, und dass sie somit die 
nothwendige Allgemeinheit haben. 

Aus der Gleiehung (124) sieht man, dass man in diesem Falle 
im Allgemeinen, weder auf ein Maximum, noch auf ein Minimum 
sehliessen kann. 


Sei jetzt 


$ 


. 2 <>. 


i) = o, ni) - i' = o 


oder, was dasselbe ist: 

f) = 0. / = 0. 
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Weil D — 0 ist, muss V linear bezüglich z' sein, also von der 

Form 

r — (.'t\ //> y'< z) + ~ ^ (#> ?/> y> z )> 

(B 

nun soll aber noch / = 0 sein, d. h. —- = 0 oder ü = einer 

fyy 

Function von ,i% y 9 z. Wir haben daher in diesem Falle 

F = y (,t% </, 7/', s) + ^ (#. */, s) 

unter y und ^ willkürliche Functionen verstanden. Die zwei Glei¬ 
chungen (94) sind hier: 

B ir' -f B'w + n (// G) + tr (E‘ — A) + « (//' — F) — 0 
w r (G — //) + u (K —C) + w (G f — f) = o 

und differenzirt man die letzte von ihnen, so hat man 

w' (G— ) + u (IC — C) + w' (2 G —F— ') + n (IC — C) + 
+ w (G" — F') = 0. 

Durch Elimination von u und u' aus diesen drei Gleichungen 
erhält man jene Gleichung, die aus (110) hervorgeht, wenn man in 
derselben D — 0 und / = 0 setzt. 

Ordnet man obige drei Gleichungen, so hat man: 



u' 

u 

Bw" -f B'w' -h w (B' — A) 

H — G 

H'—F 

w' (G — H) -f to (G* — F) 

0 

K' — C 

w" ( G — II) -f w' (2 G' — F - //') + 

+ w ( G”-F) 

K' — C 

K" - C 


und die Determinante hieraus gibt die Eliminations-Gleichung. 
Sie ist im Allgemeinen von der zweiten Ordnung, und da der Factor 
von w" gleich 


— — C) [B (ff — C) + (G — H) z ] 

ist, so findet nur dann eine Ausnahme hiervon Statt, wenn entweder 
IC — C = 0 oder B (IC — C) + (G — H) z = 0 ist; Fälle, die 
wir einstweilen unbeachtet lassen. 
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Unsere Analyse ist nun von der im 24 geführten gar nicht 
verschieden, nur wird, weil 1=0 ist, A 2 — 0, lind es ist daher: 

^2 

f (Aw 3 4“ ßw'~ 4~ Fa 1 4~ ^ E w w 4~ 2 Firn 4“ 2Gwu 4~ 
+ 2 U w u 4- 2 A r «') et* = | v w* 4- 2 a, w u 4- ^2 u* j 4“ 

3~1 ^2 X 

4- J*B (V 4" w 4~ VO 2 d'V +f P O v + l x ? 0* x ' 

Xi X\ 

wo A 3 , [x, v, v if v 2 und P Bedeutungen haben, die man aus denen 
im 24 gefundenen ableitet, wenn man in denselben D = 0, / = 0 
setzt, man hat daher: 

r 8?y i r 
ä = C \ — — 4 ~ Fo —— 

0«J 8« 3 


x,= - 


ß (H—G ) + ß«' 


ß« 


* 3 =-±^ 

B 


l x = 


a 

7 


ß (//— 6?) + ßa' 


v = E 4- 

Ti = 6- 

r 3 = A r 

p ä _ l j p _ G , (/f-rp [ß (g-G) + g<j 

a f ßa 


Der Werth von P lässt sich noch auf eine andere Weise dar¬ 
stellen. Macht man nämlich Gebrauch von der Gleichung: 

a' (G — II) + ß (IC — C) 4- a (CP — F) = 0, 
so hat man 

v = - [ü (*" - C) + (C - //)*]• 

Die Kriterien für ein Maximum oder Minimum hängen daher in 
diesem Falle von folgenden Umständen ab: 
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Co 

Erstens, es muss die Constante —— = m so gewählt werden 

können, dass weder a noch ß für zwischen ,v t und Xo liegende 
Wertlie von x gleich Null wird. 

Zweitens, hat inan m so gewählt, so muss P und B für alle 
zwischen x\ und x 3 liegenden Werthe noch gleichbezeichnet sein. 
Sind dann beide positiv, so hat man, wenn für die Grenzen w und u 
gleich Null sind, ein Minimum, sind sie aber beide negativ, ein Maxi¬ 
mum. Sollten B und I gleich Null sein, so lässt sich natürlich die 
Analyse auf ganz analoge Weise führen. 

§. 27. 

Jetzt betrachten wir den Fall, wo 

B = 0, 1) = 0, 1 = 0 
ist, wo also V die Form hat: 

r= <pi 0% y, ~) + y'fz (•'■• y> *) + *'y* O. y, 0- 

Obwohl dies ein specieller Fall der früher betrachteten Fälle 
ist, sind wir doch genöthigt die Untersuchung von vorn zu beginnen, 
denn wollten wir etwa in dem zuletzt behandelten Falle, wo I) = 0, 
7 = 0 ist, auch B = 0 annehmen, so würden X, , X 3 , P Brüche wer¬ 
den, deren Nenner Null sind, d. h. X,, X 3 , P sind entweder unendlich 
oder unbestimmt. Die Analyse deutet damit an, dass die Transforma¬ 
tion der Glieder der zweiten Ordnung auf eine andere Art bewerk¬ 
stelligt werden muss. Wir setzen also, genau so wie im §. 25 vor¬ 
gehend: 

Aw* + CtP + 2Eww' + 2Fwu+2Gwu’ +2 Hw'u+ 2Kuu = 
= (V w* -|- w u — \- i*o — [- PO 4~ Xj w — 1~ Xn u — |— X 3 ~j- 

+ Q (V + UtW + tu u + \u o u)* 

und haben dadurch : 

A = o' + PXT + (>'A 

C = + PX3 + Ql* 3 

E=v + PX t + Qyn 
F — v 4 * 7 > X 1 X 3 4- Q /^3 
(r — l* 1 4 ~ F ^1 ^2 4 " Q t x 1 ! X ‘i 
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ll ~ r i PX 3 -f" 4 f- s 

/l = r ä 4~ PX* X 3 4" 4 F* F- 

P + 4 = 0 
/'X; 4 - 0:4 = o 
PX, 4- 4f» = 0. 

Die drei letzten Gleichungen lassen sich auch so schreiben: 

4 = - P 
P (X i — o4) = U 
P (Xi Fs ) = 0 . 

Die zwei letzten werden erfüllt, sowohl für = U, als auch 
für L = p.,; P = 0 setzen wir nicht voraus, weil sonst auch 4 
gleich Null sein müsste, und die Glieder der zweiten Ordnung gleich 

(vw~ 4 - 2 c, wu 4 - >'i u ~)' 

wären, was nur in sehr speeiellen Fällen ist, wir setzen also 

x* = f=- 

Dies in obigen Gleichungen eingeführt, gibt uns: 

Ä = v' 4- P (Xi — y.f) 

c = r,' 4- P ()~ — i4) 

i; = v + P (X, — g,) 

P == C, 4" P (X, X* — F* O-a) 

G — r, 4“ P X, (X, — ix ,) 

H = r, 4- P (X 3 - fO 

A = C, 4“ P Xa (X, — I 1 ; ) ■ 

In diesen sieben Gleichungen kommen neun Unbekannte vor, 
wir wählen daher 

Fi = 0, X 3 = 0 

und haben dann 

a = v' 4 - PX; 
c = C ä ' — P,xi 
E = v 4- PX, 

F = c,' 

G = c, 4' PX, X, 

H = c, — Pfj 
K = c, — PX ä [x 3 . 


(127) 
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Die zwei Gleichungen (94) sind hier 

u' (H — G) + w (E' — Ä) + u (//' — F) = 0 

w' (G — II) + u (A" — C) + w (G' —F) = 0, (128) 

verbindet man mit denselben noch die Gleichung 

w" (G—fl) +1/ (A r ' — C) + w' (2 G ' — F—fl')+n (Ä r " - C') + 

+ 10 (G"— F') = 0 

und eliminirt man aus allen dreien u und u , so erhält man eine 
Gleichung in w, die von der zweiten Ordnung ist, falls nicht K — C= 0 
oder G — H = 0 ist. Setzt man die beiden letzten Fälle nicht vor¬ 
aus, so sind die Integrale der Gleichungen (128) von der Form: 


tc = C, 


s«. 


1 da 0 


8s 8 z 


wir wollen dieselben mit ct und ß bezeichnen. Setzen wir nun: 


u -f- Xi a -f- a 2 ß' = 0 

«' + x, ß + fr ß = 0, ( 129 ) 

so haben wir, wenn wir diese Gleichungen mit den fünf letzten 
Gleichungen (127) verbinden 

i\ = JF dx 

\ «ß'CG-vJ-cfßCH-v,) 
ocß(H— Vl ) 

x, =_ - c ~ p « 

ß H-v t 

_ aß' (G afß (//— t'j) 

*** ßHU-r,) 

P = 

a’ß(H — v)—aß' (G — v t ) 

» = F + - (//- »,) 

a 

y 2 — K + -p (G — Vj). 

Wir behaupten nun, dass dies die richtigen Werthe Für \, 1 2 »J^s»fl. 
r, t?!, t? 2 sind, nämlich sie haben die Eigenschaft den Gleichungen 

Sitzb. (1. malhem.-naturw. CI. XIV. Bd. I. Hft. 8 
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(127) identisch zu genügen. Dass sie den letzten fünf Gleichungen 
(127) genügen, ist von seihst klar, denn diese wurden ja benützt bei 
der Bestimmung derselben; es ist daher blos zu zeigen, dass die 
beiden Gleichungen 

A = o' + !%* 

C=rJ—P^ 

hierfür erfüllt werden. Zu dem Beliufe setze man in denselben statt 
v, i\. X l? /jl 3 , P ihre Wertlie, so erhält man nach einigen Rcdiictionen: 

ß' (II — C) + « (EU — Ä) + ß (//' — F) = 0 
«' (G — H) + ß (IC — C) + « (ff — F) = 0, 

was in Folge der Gleichungen (128) wirklich wahr ist. 

Wir haben daher: 


2 

J (Aw z + Cu* + ZEww' *j- 2 Fwu -f- 2 Giou' + 2 IIw u -j- 2 Kuu'} dx= 


r x 2 

[VW Z -j- 2 WH -f- V.>H Z | + I P(w' + + \u'Y (Ix - 

x i 


J P(iv' -f- \n jul 3 ii)*dx 


woraus man im Allgemeinen weder auf ein Maximum noch auf ein 
Minimum sehliessen kann. 


§. 28. 

Ist aber nebstdem, dass 


noch 


B = 0, D-0, /= 0, 
G = II 


so hören die Gleichungen (94) auf, Differential-Gleichungen zu sein, 
und die ganze Analyse ist daher von der eben jetzt geführten, wesent¬ 
lich verschieden. Um zuerst die Form von V zu bestimmen, bemerken 
wir, dass, weil ß = 0,D = 0,I— 0 ist, man hat 


r = f, (.V, y, z) 4 1/ cp. (.)■, y, z) -f z’ <p 3 (.?.*, y, z) 


8 2 F 


und weil G = //, oder was dasselbe ist 

8? g 0 r » V' z ) __ 8 ?3 (•*% .»A ») 

0 V 0 ?/ 


d z V . _ 

=- ist, hat man: 


0 J /'0 
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somit ist 

V = y (. 1 % y, z) + [•> (. 1 % y, «)]'. 

Die Wertlie von y und «, welche U zu einem Grössten oder 
Kleinsten machen, ergehen sich liier aus den beiden gewöhnlichen 
Gleichungen: 

Sy Q< y> *) = 0 s ? Q, y, %) = 

8y 9 8« 

Die Folge hiervon ist, dass man hier blos die Abseissen der 
Endpunkte willkürlich annehrnen kann, nicht aber eine oder beide 
ihrer andern Coordinaten, wie wir es in den früheren Fällen thun 
konnten, wo uns die Wahl der zwei Constanten a ± und a 2 oder 
gar die Wahl der vier Constanten a l9 a z , a z , zur beliebigen Ver¬ 
fügung stand. 

Wir setzen hier: 

Aw 2 + C u 2 ^ Ewxv -[- 2j F wu 2 Gwu' + 2 Gw'u + 2 Kuu'= 

(y W 2 + 2 Vi w u u 2 J + P (w + X 7l) 2 -f- Q u 2 


und folgern daraus 

A = v' + P 
C - vJ + PI 2 + Q 
E = v 

F= iV + P A 

G = r, 

K = r, 

somit ist umgekehrt: 

r = E 

r> = VT 
P -= A — E 
F— G 


X = 
<? = 


A — E 

(A - F) (C — A' j - (F— G') a 

A'~J3' 


Es ist also: 


0*2 

/■Clw- + Cu *+2 £«V+2 /<’«•«+2 GW+2 6Vh-{- 2AW) r/.r = 

J?i x 3 x z 

-\-Ew 2 2 G w u + /r « 2 | -f - J (A — F) -f- -— ^ ^ dx -f- 

X x X x 3*2 

+ Aa-fqcc 


. A r ') - (F—r?o 2 


A — E' 


■// 2 ö./ 


8 * 
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Nimmt man an, dass für die Grenzen w = 0 , u — ist, so 
hat man als Kennzeichen für ein Maximum: 

A — E < 0, C — IC < 0 und (A — E) (C— IC) — (F — G ') 2 > 0. 
und für ein Minimum 

A — E>0,C — E>0 und (A — E) (C — IC) — (F —G') 3 > 0. 
Wäre aber 

(A — E) C — IC) — (F — G’Y = 0, 
so reicht hin, dass für ein Maximum 

A — E < 0 

und für ein Minimum 

A — FJ > 0 

ist, und zwar für alle zwischen x x und x z liegenden Werthe von x. 
Die Form von Fergibt sich alsdann durch Elimination von « aus: 

F-« + nW + *H«) + [x 0% y, *)]' 
i +yp'(«) + *f(«)-o, 

wo <p, ’sp, ^ willkürliche Functionen sind. Die Gleichungen zur 
Bestimmung von y und z sind hier 

? 00 = 0. r' 00 = °» 

woraus 

y — Ci, z — C z 

folgt, und Ci und C z constante Zahlen verstanden. 

§. 29 . 

Sollte noch nebst den Gleichungen 

B = (),£ = 0, 7=0, G = II 

die Gleichung 

A = E 

bestehen, so wäre 

T = cp (.v, z) + y]> (x, z) + \? (.r, y, »)]' 
und man kann dann setzen: 

E w 2 + CiC + 2 Ew w + 2 Fic u+2G w n'+ 2 Gwu + 2 K u u = 

(v w z + 2 Vi w u -f- v« u 2 )' + P (to -}- u) 2 + Q 


Kleinsten bei den Problemen der Variationsrechnung. 


117 


Dadurch ist 


oder umgekehrt 


E' = v' + P + Q 
C = v* + PI 3 
E = v 

F = r/ + px 

G = v, 

K — v. 

v = E 
i’l = G 
v 2 = K 

1 = C " Ä ’ 

P = 

c> = 


F — G' 

(F-cy 


C-K' 

(F—G ') 3 
C-iT 


Es ist also 

Xz 


?ü 3 -|- Cm 3 -f- 2> E w w -f- 2 F w u -J- 2 Gwu -f- % G w u - J- 
+ 2 K u «') dx = 

| £ w* + 2 G to M + A'« 2 1 + ( w + u )~ dx — 


^1 x \ 
X2 


f iF-cy 
J C-K' 


v 3 dx 


und man hat daher im Allgemeinen weder ein Maximum noch ein 
Minimum. Wäre noch nebstdem F = G' mithin 

B = D = / = 0, G — H,A=E',F=G', 
so hätte man 

v = t (•»> O + y P 0 r ) + [x 0 r > *)]' 

und 

r l 

/ (£' w 2 -J- Cu 3 + 2Eww' + 2G'wu + 2 G iv u + 2 Gw'u + 
x ‘ -f- 2 K u u ) dx = 


x 2 ar 2 


E 


■> 3 + 2 G w h + K u 3 j +J' (C— K ) u- dx. 


x \ *2 
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Ein Maximum oder Minimum findet da Statt, wenn C — K inner¬ 
halb der Integrationsgrenzen stets negativ oder stets positiv ist. 
Wäre hingegen 

B = D = / = 0 , 

G = II, A = EC = IC, 

so hätte man: 


T= IJ f (.V) + I $ (.<■) -f I x (.!•■. y, s)J'i 
in diesem Falle lässt sich gar kein Werth für?/ oder & finden, welcher 
U zu einem Maximum oder Minimum macht. Was endlich den letzten 
Fall anbelangt, wo f (a?) = 0, ^ (a?) = 0 ist, mithin 

r= [FQv, y , «)]', und ü = F (,v, y, z) 


ist, da hat man zur Bestimmung von y und z die zwei Gleichungen: 

— - o. 6,7 - 0. 

9 V 0» 

Setzt man die hieraus sich ergebenden Wertlie von y und z in 

0 2 U N „ . 0 bW % N , bHJ N 
— — o// — |- 2 -— ow os 4 — o^ 2 . 

0i/ 2 1 J T 0* 2 


so hat man ein Maximum oder Minimum für jene speciellen Wertlie 
von ,r, welche diesen Ausdruck negativ oder positiv machen. 


30. 

Wir haben am Schlüsse des 23 versprochen jenen Fall zu 
discutiren, wo 

D = 0 und IC — C = 0 

ist. Die zwei Gleichungen (94) nehmen hier folgende Form an: 

B w " 4- / 4 - />>' 4 (H 4 J _ G) 4 ?e (£' J) f 

4 u (//' — /4) = o 

/ tr" 4 w' (G 4 /' — //) + II’ (G ' — F) =- 0; 

u lässt sich in diesem Falle aus beiden Gleichungen nicht eliminiren. 
Aber man hat aus der zweiten Gleichung 

{ %'J | .0!/ 

w — A x - 4 A, — 

da , ’ 0«., 

und dies iu die erste Gleichung substituirt, gihl 


_ , 0 * , 


0, 8» 8» 
^ A ^ + Ji 0«, 
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Man wird also liier ganz denselben Weg wie in §. 23 einzu- 
schlagen haben, und nur die Berechnung von 3I { , 3L , iJ7 3 , 31 4 wird 

sich einfacher führen lassen, weil - ;/ = 0 und — 0 ist. 

0« 3 0« 4 

Die Integrale der Gleichungen (92) werden sein: 

y = v 0t% a t , a 2 ) 

« = ^ 0b% «2» «3’ «0- 

In §. 25 haben wir den Fall unerörtert gelassen, wo 

B = 0, D = 0 , K '' — C = 0 

ist, allein hier lässt sich die oben gemachte Bemerkung Wort für 

Wort wiederholen, und sollte auch E' — A = 0 sein, so würden aucli 
8 * „ 8 » „ . 

— = 0, — = 0 sein. 
da 2 

ln $. 26 haben wir zwei Fälle unerörtert gelassen, erstens wo 

D == 0 , / = 0 , IV — F = 0 


ist. Da hat man aber: 


B w" + B ' w' + u (II — G)+w (E' — A)+u (IV —F)=r 0 
w* (G — II) + w (G' — F) = 0 , 


somit 


und folglich 


w = C\ 


dz 


u = ö - h V 

da 1 


dz 

dZ 


:7 = ? «i) 

- = $ (•*’» «i « 2 )» 


zweitens wo 


Z) = 0,7=0, B(K' — C) + (G— 77) 2 = 0 
ist. Da hat man für die Glieder der zweiten Ordnung folgende Form: 

(' \ f* x Z C X Z 

\vw 2 -\-2v i wu-\- v 2 u*\ +/ B(w-\-\iv-\-l z n)~clv+ Qw~rfx\ 

{ , J *1 J x x 

Zur Bestimmung von v, v l9 t\, V l z , P dienen die Gleichungen: 

A = t/ + B 1; + 0 

C = t%' + # A 

75/ = y —|- B Aj 
F = <V+ 77 A, A 3 
ß = t?, 

II — Vi —f— Z7 A 3 
77 = r 2 
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Aus ihnen folgen: 

i\ = G 
Vo = K 

\ = H ~ G 


A, = 


B 

F—G' 


II - G 

E (H — G) — B ( F—G') 
~ II — G 


F—G' ( II — G) ( F'— G" )— CF— G' )(H'—G')—( F— G?') 3 

Q=A — A ^ J 1 


II—G 


(H-Gf 


Damit ein Maximum und Minimum eintrete, müssen B und Q 
gleich bezeichnet, und entweder stets positiv oder stets negativ sein, 
ferner muss II—G von Null verschieden sein. Wäre auch Q = 0, 
so hätte man ganz einfach für die Glieder der zweiten Ordnung: 


( E ( H—G ) — B ( F—G ') 
H—G 


) 2 

7v 2 + 2 Gwu -f- Ku z j -f- 


A # F—G' 11—G N , 

+J 11 (w + w + —]r~ ^ 

Xi 

Im §. 27 hatten wir: 

// = 0, D = 0, 7=0, F' — C = 0, 


da ist nun wieder: 


^ ö y 

w — C] - 

8 


u— Ci 



C 2 


dz 


8 


und man hat daher ebenfalls in der Formel des &. 27 blos — = 0 zu 

8« 3 

setzen, um die Formeln für den gegenwärtigen Fall zu haben. 

Und nun unterlassen wir ein weiteres Untersuchen specieller, in 
der allgemeinen Form V= <p (a?, y, y\ z, z) enthaltener Fälle; wir 
haben ohnedies vielleicht schon zu viel darüber mitgetheilt. 











